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DU SECOND ORDRE 
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INTRODUCTIOiN 

La méthode d'intégration de Riemann et la méthode de Green sont natu- 
rellement appropriées à la résolution des problèmes fondamentaux de la Phy- 
sique mathématique. Mais tandis que la dernière s'est étendue d'elle-même à 
un nombre quelconque de variables indépendantes, on ne trouve qu'un petit 
nombre d'essais pour généraliser la méthode de Riemann« 

11 semble qu'il faille en chercher Tune des principales causes dans Tindéci- 
sion qui a longtemps existé sur la notion de caractéristiques dans le cas des 
équations aux dérivées partielles à n variables. Quand on se place au point de 
vue de Riemann, la notion généralisée par Jules Bbudon dans le tome XXY du 
Bulletin de la Société mathématique de France {Sur les caractéristiques des 
équations aux dérivées partielles y p. 108-120) semble la plus naturelle. Elle se 
déduit d'ailleurs directement du problème généralisé de Cauchy et l'interpréta- 
tion qui lui correspond dans certains problèmes de mécanique montre qu'elle 
s'impose à la considération des physiciens. 

L'objet principal de cette étude est d'apporter une contribution à l'extension 
de la méthode de Riemann en utilisant la notion de surface caractéristique telle 
que Ta donnée Jules Beudon. On ne considère que des équations du second 
ordre et l'on étudie la détermination de leurs intégrales par rapport à une cer- 
taine surface caractéristique à laquelle on peut donner le nom de surface à 
point singulier. 

Le chapitre I contient l'exposé de la théorie des caractéristiques pour les 

i 



ations aux dérivées partielles linéaires et du second ordre. On signalera la 
ne symétrique sous laquelle se larsseht mettre les éléments d'une multipll- 

doat on connaît le support, l'étude de la surface à point singulier et la 
;siGcalion des équations en partant de cette surface. Un établit ensuite une 
nule qui peut être considérée comme la généralisation de la célèbre formule 
Green pour les équations & coefficients variables ; elle permet d'utiliser 
ne façon heureuse les propriétés des surfaces caractéristiques, 
e chapitre 11 renferme l'extension de la méthode de Volterra aux équations 
lefiicients variables lorsqu'on se place dans la région intérieure & la surface 
oint singulier. Le problème est ramené à la recherche d'une certaine inté- 
6. On établit son existence pour une classe d'équations en recourant à 
léthode des approximations successives. Puis l'on fait connaître un certain 
ibre de formules nouvelles relatives aux nappes caractéristiques. 
es chapitres III et IV sont consacrés à l'intégration sur une surface fermée 
équations à coefficients constants et à un nombre quelconque de variables, 
a méthode de Riemann-VoUerra se heurte à deux sortes de difficultés ; la 
rmination de solutions particulières satisfaisant à des conditions déter- 
ées et l'inversion de certaines intégrales, 

u chapitre III il est montré que la détermination des solutions fondamen- 
i se ramène h l'étude d'une équation analogue à celle d'Euler et Poisson, 
'on parvient à exprimer les intégrales cherchées à l'aide des fonctions, 
ergéom étriqués et des fonctions de Bessel. 

ans le chapitre IV on eiïectue l'inversion par l'emploi répété du symbole 
laplace et l'on détermine tous les cas où cette inversion serait possible par 
plication d'un nombre fini de ces symboles. Pour certaines valeurs des 
lions fondamentales, les formules ne permettent point l'inversion. Mais si 

effectue des différentlations convenables, on est conduit à des identités 
t on trouvera l'expression. Dans le cas des équations représentées par le 
bole A'''iV -h KV, on a dû en outre recourir aux approximations successives. 
i chapitre V renferme les applications de ce qui précède et spécialement 
caractéristiques à la théorie des ondes. 11 repose sur cette remarque essen- 
; que les surfaces d'onde des physiciens correspondent aux surlaces carac- 
liques (') étudiées au chapitre I. Ce point de départ montre sous un nou- 

Cette relation est indiquée dans une commuDÏcation faite à la Société des Sciences 
ques et Naturelles de Bordeaux à la séance du 22 février lOOO, et plus tard dans une 
parue aux Comptes-Rendus (séance du 17 avril 1900), Vers la même époque M. Hada- 
avait déjà développé des considéralions analogues dans son cours au collège de 
e. {Voir l& noie ^ur la propagation des ondes, Biiltclîn de la Société matliématique de 
e, t. .XXIX, p. »7). 
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veau jour les considérations sur ce sujet développées en hydrodynamique et 
dans la théorie du son ou de la lumière. Il permet de relier ou d'étendre des 
propositions en apparence isolées ou très particulières. On peut signaler la 
forme simple que prennent avec ces notations les conditions de compatibilité, 
la construction généralisée d'Huygens et le théorème sur les vitesses de propa- 
gation. 

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été exposés dans dos 
notes parues aux compte -rendus dans les séances du 19 mars et 17 avril 1900, 
du 11 février et du 16 juillet 1901. 

Parmi les travaux antérieurs sur le même sujet on doit citer les recherches 
d'Euler (*), de Cauchy et de Poisson (*) sur les équations à coefficients constants 
et sur la Physique mathématique. Cauchy (')en particulier est revenu à diverses 
reprises sur les équations à coefficients constants et sur la théorie des ondes. 
Il s'est proposé de résoudre le problème qui porte son nom et il y est parvenu 
par l'emploi de la formule de Fourier. Il déduit de ses résultats la notion de 
surface d'onde, mais sans la rattacher à sa véritable origine. Les travaux plus 
récents de M. Poincaré (♦) et de M. Boussinesq (») partent du môme point de vue. 

(*) Integratio aequationum differentialum linearum cujuscvmque gradus et quotcwnque varia- 
biles involventium ; ce mémoire est imprimé dans le tome IV des Acta Nova de rAcadémie 
de Saint-Pétersbourg. 

(•) Sur Vintégraiion des équations linéaires aux différences partielles (Journal de VEcole 
Polytechnique, 49« cahier, pp. 215-248; 4823). Voir aussi dans le même cahier le Mémoire 
sur Vintégration des équations linéaires aux différences partielles à coefficients constants, 
pp. 518-589. 

Consulter aussi le Mémoire sur la propagation du mouvement dans les milieux élastiques 
(Mémoires de l'Académie de France, vol. X, pp. 549-605). 

(•) Les mémoires de Cauchy sur cette question sont trop nombreux pour que nous puis- 
sions les énumérer. Nous nous contenterons de citer deux des plus importants : 

4° Mémoire sur Vintégration des équations aux différences partielles à coefficients constants 
(Journal de VÉcole Polytechnique, 19* cahier, pp. 511-592; 1823). 

2* Mémoire sur Vapplication du calctd des résidus aux questio)}S de Physique mathématique, 
publié en 1827. Dans ce dernier mémoire, Cauchy perfectionne sa méthode. Il s'applique 
ensuite à diverses questions de Physique mathématique dans les mémoires de 1829 et 
1830. 

Il y revient encore en 1841 dans une série de notes aux Comptes-Béndus, t. XIIl et XIV 
ou Œuvres complètes, série 1, t. VI. Son attention paraît avoir été rappelée sur ce point à 
la suite d'un rapport sur deux mémoires de Blanchet, qui se rapportent également au 
môme sujet (Voir Journal de Liouville, t. V, pp. 1-30, 1840 ; t. VII, pp. 13-22 et 23-34, 1842 
et t. IX, pp. 73-«6). 

(*) Sur la propagation de Vélectricité (Comptes-Rendus, t. CXVII, p. 1027). 

(5) Intégration de Véquation du son pour un fluide indéfini à une, deux ou trois dimensions 
quand des résistances de nature diverse introduisent dans cette équation des termes respective- 
ment proportionnels à la fonction caractéristique du mouvement ou à ses dérivées premières 
{Comptes-Rendus, 1" semestre 1894, pp. 162-166, 223-226. 271-276). 
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Le mémoire de Riemann : Sur la propagation des ondes aériennes planes 
avec une amplitude de vibration finie {Œuvres mathématiques traduites par 
Laugel, p. 177-20j6), marque le début d'une nouvelle période. On y trouve 
utilisées pour la première fois les propriétés des caractéristiques. La méthode a 
été reprise et développée par plusieurs auteurs pour le cas de deux variables, 
spécialement par M. Darboux dans sa théorie générale des surfeuses (') et par 
M. Dini dans ses belles recherches sur les équations aux dérivées partielles du 
second ordre (*). 

Mais ce procédé d'intégration n'aurait eu qu^un intérêt fort restreint sans 
l'application de la féconde méthode des approximations successives de 
M. Picard. A diverses reprises M. Picard a montré tout le parti qu'on pouvait 
en tirer pour démontrer l'existence des fonctions et étendre les résultats 
obtenus pour certaines formes particulières à des équations plus générales tout 
en ne faisant que le minimum d'hypothèses. On doit citer le Mémoire sur 
les équations aux dérivées partielles et la méthode des approximations suc-- 
cessives {Journal de mathématiques, 4® série, t. VI p. 210; 1890), la note Swr 
les méthodes d* approximations successives dans la théorie des équations diffé- 
rentielles \omiQ au tome lY de la Théorie des surfaces, p. 353-367, et quelques 
intéressantes remarques Sur les équations linéaires aux dérivées partielles du 
second ordre dans le Bulletin des sciences mathématiques, 2® série, t, XIII ; 
juin 1899 ('). Ces résultats ont été étendus par M. Delassus (^) aux équations 
linéaires les plus générales à deux variables et à certaines classes d'équations 
à trois variables. Une extension analogue a été également faite par M. A7co- 
letti (»). 

M. Leroux (*), dans sa thèse, a modiGé la méthode de Riemann. II a montré 
que la méthode ainsi transformée pouvait s'appliquer aux équations à plus de 

(0 T. II, pp. 7i-98. 

(2) Rendiconti délia reale Accademia dei Lincei, 5« série, vol. V, pp. 391-392, 421-433, 1896 
et vol. VI, pp. 5-16, 45-48 ; 1897. 

(«) Voir aussi Sur une équation aux dérivées partielles de la théorie de la propagation de 
Vélectricité {Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXII, pp. 2-8; 1894). 

(♦) Sur les équations linéaires aux dérivées partielles à caractéristiques réelles (Annales de 
VEcole normale^ 3« série, t. XII. Supplément^ pp. 57-104 ; 1895). 

(*) SulVestensione dei metodi di Picard e di Riemann aduna classe di equazioni a derivate 
parziali {Atti délia reale accademia délie scienze di Napoli, 2« série, vol. VIII, pp. 1-12; 1897). 

(•) Sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre à deux 
variables indépendantes {Annales de l'Ecole normale, 3« série, t. XII, pp. 227-316). 

Voir aussi pour l'extension aux équations à deux variables d'ordre n : Sur les équations 
linéaires aux dérivées partielles {Journal de Mathématique, o« série, t. IV, pp. 359-408; 1898) 
et pour Textension aux équations à trois variables : Intégration des équations linéaires aux 
dérivées partielles {Journal de Mathématique, o« série, t. VI, pp. 387-441 ; 1900). 
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deux variables grâce à la théorie des multiplicités de «/. Beudon. Il a été 
conduit à effectuer Finversion de certaines intégrales en recourant aux appro- 
ximations successives. On a été conduit à Temploi du même procédé dans ce 
travail. 

Les travaux de M. Volierra {}) fournissent une autre extension de la méthode 
de Riemann. C'est celle qui est prise ici comme point de départ. On la trouve 
exposée en .détail dans le mémoire Sur les vibrations des corps él<istiques 
isotropes (Acta mathematica^ t. XVlIf, p. 161-231, 1894). Elle se rattache aux 
recherches de Kirchhoff (») sur les formules qui expriment le principe de 
Huygens. M. Tedone Q), dans diverses notes et mémoires, a appliqué cette 
méthode à l'intégration des équations qui se rencontrent dans la théorie de 
l'élasticité des corps isotropes. Il Ta étendue à une classe particulière d'équa- 
tions à un nombre quelconque de variables qui peuvent être considérées 
comme une généralisation de celles qui se rencontrent dans la théorie de 
l'élasticité. Plus récemment M. R. d'Adhémar {*) a montré que la méthode de 
M. Picard pouvait s'appliquer soit en partant des formules de M. Yolterra, 
soit en partant de celles qui sont données dans une note aux Comptes-rendus 
du 10 mars 1900. 

M. Hadamard a également fait paraître deux mémoires importants sur la 
même question dans le Bulletin de la Société mathématique de France^ l'un 

(*) Stdle vibrazioni luminose nei mezzi isotropi {Atti délia reale Accademia dei Lincei, .*)'= 
série, vol. I, pp. 161-nO; 1892). 

Suite onde cilindriche nei mezzi isotropi (ibidem^ pp. 265-277). 

Sur les vibrations lumineuses dans les milieux biréfringents {Acta mathematica, t. XVI, 
pp. io3.2l6; 1893). 

(^) 7Air théorie der Lichtstrahlen (Sitzungsberichte der K. Akademie d. Wissenschaften, 1882, 
S. 641-69. 

Consulter aussi, sur le principe d'Huygens, les notes élégantes de E. Bbltrami dans les 
Rendiconti delta reale Accademia dei Lincei^ 6 mars 1892; 21 juillet, 4 août, et 17 novembre 
1895. 

(') Sulla dimostrazione delta formola che rappresenta analiticamente il principio di Huygens 
(Atti delta reale Accademia dei Linceiy 5° série, vul. V, pp. 357-360; 1896j, 

Suite vibrazioni dei corpi elastici (ibidem, 2® semestre, pp. 57-63). 

^9 *** • 

Suit* integrazione delV equazione —y — 2, 72. ^^ ^ {Annali di malematica, 3« série, 1. 1, 

1 

pp. 1-23 ; 1898). 

Su di un sistema générale di equazioni che sipuo integrare col mctod(i dette caratteristiche 
(ibidem). 

(♦) Sur une intégration par approximations successives (Bulletin de la Société mathématique 
de Franccy t. XXIX; 1901). 

.Sur une classe d'équations aux dérivées partielles intéyrablcs par approximations successives 
(Comptes-Rendus, séance du 17 février 1902). 



Sur l'intégrale résiduelle, t. XXVIII, p, 69-90,et l'autre Sur la propagation des 
ondes, X. XXIX, p. KO-60, a déjà été signalée. 

Enfin on doit encore signaler les diverses notes sur la théorie des ondes 
publiées par M. Duhem dans les tomes CXXXT et GXXXII des comptes-rendus 
et ses excellentes Leçons sur f Hydrodynamique et l'Elasticité. C'est dans ce 
dernier ouvrage que se trouvent signalées pour la première fois certaines parti- 
cularités carieuses des éijuations des petits mouvements ainsi que les recherches 
d'Hugoniot (') sur la propagation des ondes. 

En terminant je désire exprimer toute la reconnaissance que j e dois à 
M. Duhem pour l'intérêt qu'il a bien voulu montrer pour mou travail et pour 
l'appui et les encouragements qu'il n'a cessé de me donner. 

J'adresse aussi mes remerciements à M. Picard et à M. Goursat pour l'accueil 
si bienveillant qu'ils ont fait à ces recherches. 



(') Comptes rendus, t. Cl, 188j ; Journal de l'Ecole Polytechnique, 6° el 8* cahier, 1887; 
et Journal de Mathématiques pures et appliquées, i' série, t. III et IV 



CHAPITRE I 



LES SURFACES CARACTÉRISTIQUES DES H^UUATIONS AUX DÉRIVÉES 

PARTIELLES LINÉAIRES DU SECOiND ORDRE 



I. — Les Multiplicités 

1. Le Problème de Gauohy. — Le problème de l'intégration d'une équation aux 
dérivées partielles a été déterminé avec précision par Cauchy. La définition qu'il en a 
donnée peut être considérée comme le point de départ de toutes les recherches ulté- 
rieures. En particulier elle conduit d'une façon naturelle à la notion de surfaces carac- 
téristiques dont les propriétés jouent un rôle essentiel dans l'étude des intégrales. 

Soit une équation aicx dérivées partielles, du second ordre par exemple; que nous 
supposerons résolus par rapport à Vune des dérivées secondes. 

(A) Pnn = / V^i» ^a» •••» ^n> Pi» •••! Pny Pin Plji •••» Pn n — i) 

\^* "" ôxjk ' -^** "~ ewrf àxj . 

Le problème de Cauchy peut s^énoncer ainsi : 

On donne un ensemble de valeurs (a?^, z^, p^k* P^ik)^ (^^ = i, 2, ... n), dans le do- 
m^aine desquelles la fonction fest régulière et deux fonctions 

régulières dans le domaine a?^,, a?*,, . . . , œ^n-i) et telles que 






(Fy repréiente ce que devient F quand on remplace [x^, ar„ .... a;,_,) par {3^^, sf^, 
». . , re*„_,). Trouver une intégrale de Véquation (A), régulière dan* le domaine du 
point (x^i, ^„ . . . , 3^J} et telle que pour x, = x*^ on ail 

(2)x. = x». = 9» ('».' ^.» ;•• . ■»— i). 

©,. = :..= »■"■•' •^-'- 

Dans ce problème on suppose coanues, sur la variété x, ^= x*„, les valeurs de l'inté- 
grale et de sa dérivée première suivant la direction de l'axe de x^. D'ailleurs les autres 
dérivées premières sont parfaitement déterminées sur cette surface, car pour tout dé- 
placement on doit avoir 

dx = p, dx, -+■ p, rfx, + ... + p. dx^. 

Comme pour x„ = a^„ on a 2 = o,, (x,, x„ .... x„.), il vient 

Si BU lieu du plan x„ == x'n on considérait une siurface quelconque dont l'équation 
serait résolue par rapport à x„, on pourrait se proposer de même de trouver une inté- 
grale prenant sur cette surface, ainsi que sa dérivée par rapport à x„, des valeurs déter- 
minées : 

2. (•!■,, J; X„-,), Pn(x„X^, ...,»■,_,). 

Dès lors les autres dérivées premières seraient fournies par les retalions déduites 
de(l) 

Pi = ^-P-t^' (' = 1.2 •'-')■ 

Plus généralement on est conduit au problème suivant : 

On donne Ciqualion aux déi-ivées partielles du se'ond ordre à n variables : 

(A)' F(î.T„p„p^) = 0, (.-,^=1,2, ...,») 

et vnesurface f(Xi, a;,. ..., x„) ^ ; soit p, {.c,, x^, ..,, x„) tes râleurs prises sur la 
variété f(x„ x,, .... cc^ ^= Ù par l'intégrale et supposons également ronnu t ensemble 

des dérivées premières, toulesyes valeurs satisfaisant pour / (j-j, jr,, ..., .•<■„) = à la 
relation 

dz ^= p, ihVf -h Pi dxj H- ... -^ p„ dx„. 

Dans quel cas l'intégrale sera-t-elle déterminée par ces valeurs initiales, et lors- 
qu'elle est déterminée, trouver cette intégrale^ 



— 9 — 

Le problème ainsi posé s'élend de lui-même aux équalions d'ordre supérieur* 
Lorsqu'il n'y a que deux variables indépendantes il introduit directement la notion de 
lignes caractéristiques pour lesquelles la solution du problème de Cauchy est indéter- 
minée ou impossible (^). 

Dans le cas de n variables on est conduit à la considération de multiplicités singu- 
lières an — i dimensions jouissant de propriétés d'indéterminations analogues à celles 
des caractéristiques linéaires. Ces multiplicités ont été considérées par J. Beudon (*) qui 
les a définies pour les équations générales du second ordre. Nous en approfondirons 
l'étude pour le cas des équations linéaires, mais en nous plaçant spécialement au point 
de vue de leurs applications aux problèmes de la Physique mathématique et à la solu- 
tion du problème de Cauchy par la méthode de Riemann. 

Avant de passer à celte étude, nous rappellerons quelques définitions et quelques 
propriétés relatives aux multiplicités d'éléments unis des divers ordres. Nous donne- 
rons ensuite leur expression sous forme symétrique et nous déduirons des résultats 
obtenus les équations des multiplicités singulières pour les équations du second ordre. 
Nous ferons ensuite connaître une formule fondamentale qui généralise la célèbre for- 
mule Green et qui nous servira de point de départ pour l'extension de la méthode de 
Riemann* 

2. Définitions. Les multiplicités d'éléments unis. — On appellera point dans 
l'espace à n dimensions E„ (x^, x^, ..., x„) tout système de valeurs de n variables 
(a?,, a?j, ..., a?„) que nous représenterons, pour abréger, par (xi). 

Une sur/ace sera l'ensemble des points dont les coordonnées satisfont à une seule 
relation, 

ou plus simplement f(Xi) = ; une ligne l'ensemble des points satisfaisant an — i 
relations 

fk{coi) = 0, (^ = 1,2, ..., n— 1). 

D'une façon générale, une multiplicité ponctuelle ou variété à k dimensions dans 
l'espace E„ (x^^ x^y ..., a;») sera définie par n — k relations entre les coordonnées. 

^(xO = 0, (/i = i,2, .... n~A). 

Soit z une fonction analytique des n variables {œ^ développables par la formule de 
Taylor dans le domaine du point (^^t)- l^H^ admettra par suite des dérivées partielles 
de tous les ordres par rapport à chacune de variables ; on les représentera par la 
notation 

^Z (h) 



da?fj ôa?jj ... ôa?,-^ "^ij »2 ••• û 

(») E. GouRSAT. — leçons sur Us équations aux dérivées partielles du second ordre, t. I. 
Chap. IV et t. 11. Chap. x. 

{*) Sur les caractéristiques des équations aux dérivées partielles {Bulletin de la Société wa- 
thématique de France^ t. XXY, p. 108-120). Voir aussi, pour ce qui concerne les multiplicités, la 
thèse du naéme auteur sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles dont les earactéris' 
Hques dépendent d'un nombre fini de paramétres (Annales de VEoole Normale, Supplément : 1896). 

2 
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où (t| t,. ... ik) représente un arrangement quelconque avec répétition des indices 
(i, 2, ..., n) ; nous désignerons encore par 

la valeur que prend cette dérivée au point (a7^). 

Considérons le développement de z dans le domaine du point {cc^i) ; les coefficients 
des termes de degré inférieur ou égal à h dépendent seulement des quantités 

(A). x\ A (p<\ . Y (i, A = 1, 2, ... h) 

c'est ce que nous appellerons élément (Tordre h d'une multiplicité différentielle. 

Si l'on passe du point (â?^ au point (Xi) infiniment voisin, le nouvel élément d'ordre 
h sera : 

tf t2 ••• tk 

Supposons que Ton ait 

t| t2 ..• tk \ *1 ^ ••• *A / ti t} ... tè 

les accroissements des divers termes de l'élément {e^,^) seront liés par les relations 



dz = Pj dœi -+- p, dx^ h- ... -+- pn dxn% 



(*) 



n 



'^tj t2 ... t* ^L V%i H ... »* ij7 ' 



Nous exprimerons cette propriété des accroissements, en disant que les éléments in- 
finiment voisins (^\) et («a) sont unis. 

Nous appellerons multiplicité d'ordre h l'ensemble des éléments (e^) qui satisfont à 
certaines relations. La multiplicité sera formée d'éléments unis si parmi les relations 
figurent les équations différentielles (i). Nous ne considérons dans la suite que de 
semblables multiplicités. Les relations qui les définissent se divisent en deux groupes : 

les relations différentielles où figurent au moins Tune des quantités pV. . et les 

relations ponctuelles qui ne renferment que z et [xi). Dans le premier groupe figu- 
reront les équations aux dérivées partielles auxquelles doivent satisfaire les éléments. 
Dans le deuxième, la présence de la relation 



n 



dz= ^ pidxi 
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Dous monlre qu'il existe au moins une qui renferme z. Supposons qu'il y ait / + I 
équations dans ce groupe; en résolvant l'une d'entre elles par rapport à ^ et en substi- 
tuant s'il y a lieuy dans les autres, on pourra les ramener à la forme 

z - fJixi) = 0, A(a?,) =0, (A = i, 2, .... 

On désigne sous le nom de support cette dernière multiplicité ponctuelle et l'on 

* . . . 

représente parfois par M une multiplicité d'ordre h dont le suppqrt est à jo dimensions 

et telle qu'à chaque point du support ne corresponde qu'un seul élément. 

Rappelons encore la proposition suivante dont nous aurons à faire usage (*). 

Si Von effectue sur une multiplicité d'éléments unis une transformation ponctuelle, 
on obtient une nouvelle multiplicité cTéléments unis. 

3. Expression symétrionxe des éléments ^l'une mnltiplioité Mn^^ dont on 
connaît le support. Eléments du premier et du second ordre. — Nous nous 
proposons de mettre sous une forme symétrique les éléments des divers ordres d'une 
multiplicité dont on connaît le support. Supposons que les relations données soient au 
nombre de deux et ramenées à la forme. 

(2) r(^i) = 0, z-\{x,) = 0., -^ ^ 

Les éléments différentiels du premier ordre (sr, cci, p^), formant par hypothèse une 
multiplicité unie, sont liés par la relation 

P 
dz — ^PidXi^O, 

t = i 
et pour tenir compte du support nous devons adjoindre 

n n 

t==l . t=l 

La comparaison des valeurs de dz nous donne 

n 



2(p-g)^-'=«' 



i = l 

(i) SopHus-LiE, Théorie der Transformations'Cfruppeyi, I Abschnitt.p. 34t. Voir aussi J. Beudon, 
Thèse. 



tfl, si nous désigoODs par X, {œi) une fonction arbitraire des variables (x,), on 
ir, quel <[ue soit dxi, 



'L(p'-È-'.^)^'-<>-' 



tratne 

ésignerons le second membre par la notation symbolique 



I d'une façon générale 






Itiplicité du premier ordre aura donc ses éléments définis par les relations 

», (I,). /•(«■,) = 0, i-X,(i,) = 0; 

p,^p['\\.\)r, (i = l,a....,n). 

es éléments du second ordre, nous devons tenir compte simultanément des 
[uations 

dz — ^.PidXi = 0, dpi — ^pikdxi, = 0. 

(=1 k=i 

tient compte de la valeur trouvée précédemment pour pi, ces quatre relations 
ent aux deux autres 






\^- dx. = 



.re ii,{x,) ; en ré 
ra : 

_(?^+x//)-^f*,i^, (A = f,2...,»). 



uisoDB une fonction arbitraire ii,{x,) ; en répétant le raisonnement qui nous 
t à l'expression de pi, on aura : 
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En partant de p» on aurait obtenu : 

en désignant par \ik une autre fonclion arbitraire. Egalons les deux expressions précé- 
dentes ; il vient, après simplification, 

Désignons par ^^(^t) une troisième fonction arbitraire et retranchons des deux 
membres X, -^ -^ ; en groupant convenablement les termes en --^ et ~ , on a : 

(t, ^ = i, 2, ..., n). 

■ 

Je dis que la solution la plus générale s'obtiendra en égalant chacune 'des paren- 
thèses à zéro. En effet, ddns les équations (5) supposons les dérivées partielles de f[xi) * 
différentes de zéro et soit k{xij la valeur commune des rapports 






il vient 
Comme X, est arbitraire, on peut toujours remplacer \-\- k par \ et Ton obtient 



R- 


^X, 


-f- 


\ 




[^* = 


ôX, 


-t- 


\ 





Si toutes les dérivées premières de f{x^ s'annulent, le point est singulier ; les équa- 
tions (5) seront encore identiquement vérifiées par les valeurs indiquées, mais il pourra 
correspondre plusieurs éléments à ce point du support et nous supposons ce cas écarté. 

Si nous substituons dans pik et Pki les valeurs trouvées pour \Lk et ^t, on a les deux 
formes identiques 

(6) p^ = p« = A p^'l (X,. l^)f^ li^ /^ (X.. X,)/- 



Pour avoir la \'ateur développée, il suffit de remplacer le symbole p' ^ par sa valeur. 
Si l'on convient de généraliser la notation adoptée, on aura : , 

(6) \ ^.A. +1. JiL^'hM.^'hil. + i^iC. 



On aura fous les éléments de la multiplicité M^ _ j en ajoutanlaux termes du second 
ordre définis par (6) les éléments de la multiplicité M* __ j. 

4. — Eléiii«nt8 du troisième ordre. QénéraliBatlona. - Pour les éléments du 
troisième ordre les relations différentielles à adjoindre à (4) sont les suivantes : 



dpii ^ 2 p,*W-^;, («, *;>=!, 2, .... m). 
j=i 

Tenons comple de l'expression des p^ sur la surface /Ix^ = et désignons par jt de 
fonctions arbitraires des variables (Xi), on trouve 

p.i =p.,; = ^^ p% a,. \, »,)/•+ W ,^- 

Pju. = po* = ^^Pij {K K W-^ t^j ,,4- 

Egalons ces expressions deux à deux et supprimons les termes communs obtenus e 
remplaçant les expressions telles que p^^ {\, \ , î.j)/' par leurs développements 



à, «; p, (*.. y /■ + w M, = «; S". ''.■ (*'■ ^■> r+ns,- 



,1 
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Aux deux membres de chaque équation ajoutons respectivement -^ -^ pk (^,, \)f 

et -^ — p; (X^y \)f où X3 désigne une nouvelle fonction arbitraire, et groupons les 

termes. En introduisant la notation convenue il vient : , j 



la: 



Comme précédemment nous obtiendrons les valeurs les plus générales pour les fonc- 
tions fx en égalant les crochets à zéro. En effet, divisons par le produit --• -J- -J- que 

*^ ° ' "^ "^ 6a?| ÔXA ^j ^ 

nous pouvons supposer différent de zéro, puisque le point (xi) ne saurait être singulier 
d'après les hypothèses faites, et soit k une fonction qui sera égale à la valeur com- 
mune des rapports que nous obtiendrons. On aura 



ou bien 



H« = pS(X.,X..X,)/ + *|;^^ 



(2) 



et deux autres égalités analogues 

(2) 

Comme \ est arbitraire on peut remplacer \ -¥- k par \ et remplaçant les fi par 
leurs valeurs on a finalement 

pZ(\, k x. K)f= 4 pf^ {\. K K)r^ 4 ^S ^''' ^- ^«'^ 

Cette formule se généralise par la méthode ordinaire; en la supposant vraie pour 
l'ordre h — 1, on démontre qu'elle l'est pour Tordre h. Il n'y a rien à changer à la 
marche précédente. 



On obtiendra ainsi 



C,,...i.K.>, W 

à Jh - 1) 



ôiCiV'^î,... û'-i i»'+i. 



_ _ JK,> >.-,)/■+ 

^p''-" .. . (i,.x W 

{i^ =i„i , ift). 

j^a expressions obtenues se développeront par application répétée de formules ana- 
;ues h (9). Le résultat peut s'exprimer ainsi : 

pfX ... ,. (».. ». w= 2 <■! .7."i. (w 

posant 






\ _ Y V * 1 * f^A^ ^ (wy __ 

i~ ^ ^T-)?-"j7-'o^,..àa!^,i<^-r....'^'i, 



/-_ ... »'*/ 



I,, «„ ... a/; P'i .. PVi> ••- ' P*i •■ P^i ^^' ""^ permutation des indices i,. t,, ... i\. 
B indices >,,Vj- •••Jk ^l' égaux ou supérieurs à un et l'on a 

Ji -+Ji + ■■■ •^Ji' = /' — J- 

Le deuxième signe \ s'étend à toutes les permutai tons qui satisfont à ces conditions, 
ayant soin de ne prendre qu'une fois les perniutnlions qui ne différent que par 
rdre des groupes 

P', 3» ... p'. 

Pour le premier terme h — y ^= et la règle ne s'applique plus; mais l'on ^ 
idem ment 



, (>■.)/■= 



Le dernier terme a pour expression 

i». .(X.)/-=),.^^^-...i^; 



— 17 — 

la loi de formalion est évideote et son rôle dans ioules les questions relatives aux carac« 
téristiquf?s est des plus importants. 

Si Ton supposait nulles toutes les fonctions X, à l'exception de X^, on aurait 

^(A')(0.0....0)^^, A'<A 

P^!'\ . (o,o...o,A) = x,-^^...-^ 

Ces relations interviennent en Physique mathématique dans les questions de propa* 
gation d'onde comme nous le verrons dans le dernier chapitre de ce travail. 

Les formules que nous venons d'établir pour un support défini par deux relations, 
s'étendent en suivant une marche analogue, lorsque le nombre des équations est 
quelconque. On obtient des résultats élégants et en faisant choix de notations symbo- 
liques analogues à celles que nous venons d'employer ; mais nous n'aurons pas à les 
utiliser. 



II. — Les Caractéristiques des Equations du second Ordre 

6. Les caractéristiques des équations aux dérivées partielles linéaires du 
second ordre. — Soit F(z) une équation aux dérivées partielles du second ordre 
linéaire et à n variables indépendantes 

(il) 22 ^» p^ -+- 2 ^»"^» -*- G^ -^ î> 

Aifc = Aw, (i, A = i, 2, ... n) 

où les coefficients A, B^ C^ D sont des fonctions des seules variées (xi) que nous suppo- 
serons régulières dans le domaine de la surface 

(12) fixi) = 0. 
Soient 

(13) ^ = Xo(a?<) 

la succession des valeurs prises par une intégrale sur f{xi) = et 

(14) pf (X.. \) /•= ^^ +X. ^^ [i = 1, 2. ..., n) 

les valeurs sur cette surface, de ses dérivées premières exprimées à l'aide de X^, de / et 
d'une troisième fonction donnée X^ {xi). 

3 
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' Les équations (12), (13) et (14) jointes à Téqualion (11) et à ses dérivées successives 
permettent d'obtenir des multiplicités M*„_i de Itîus les ordres, définies en général 
d'une façon univoque sur le support 

f{x^ = 0, z^\ (a?i) = 0. 

Supposons que les éléments de divers ordres soient exprimés à Taide des formules (9). 
Les X devront satisfaire, sur le support donné, à l'équalion (11) et à ses dérivées ; cher- 
chons les conditions pour que le calcul de ces fonctions soit indéterminé ; nous serons 
ainsi conduits à définir des multiplicités singulières auxquelles nous donnerons le nom 
de multiplicités caractéristiques de l'équation considérée. 

Considérons d'abord les éléments du second ordre donnés par les formules (6) et (3). 
Substituons dans (11) et groupons les termes, on aura : 



n 



C/-— D] -h F (X,) = 0. 



oii l'on a posé 

(16) *(/)=2;2a4,^. (A'*^^")- 

C'est une équation linéaire en \. Pour qu'il y ait indétermination on devra avoir 
simultanément 






Ce sont deux équations aux dérivées partielles auxquelles X^ et /devront satisfaire. 

Passons aux éléments du troisième ordre. Nous dériverons (11) par rapport à x^^ par 
exemple, et nous remplacerons les dérivées partielles de z par leur expression en X. Si 
l'on remarque que Ton a sur la surface /*(^,) = 

v% {\> \. K, \) r= ^. pfjl {\, \. \) /+ ^. p2 {\, K \) r. 
pf (K \, K)r= i. pf [\, \) /•+ ^. p'P {\, \) A 

</ J 



le résultat pourra s'écrire : 

ôF(X^, X„Xj) ^ ô/ 



bXj i\Cj 



[F (X„ X,. X3) - D] = 
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où l'on désigne par F(Xa, X^^^.^, X;i^j)/'ce qne devient le premier membre de (H) 
quand on exprime les dérivées qui y figurent respectivement k l'aide X^, X^^. j, Xj^^,. 
Développons F(Xi, X^, X,) ^n remarquant qu'il suffît pour cela d'augmenter dans (15) 

les indices des X d'une unité, on aura, après division par — 



bûDj 



n 



(18) 






-H F (X,) - D + j^ ^F(V^^i> ^|) ^ 0. 



bXj 



Pour qu'il y ait indétermination dans le calcul de X, et par suite pour les éléments 
du troisième ordre, la fonction X, devra satisfaire à la condition suivante qui s'ajoute 
ainsi aux équations (17) 



n 



^ 2;â:i%-^^a'^(^)-c/-D]H-F(x.)_D 

-1- ^ ^F(^0* ^11 ^2) __ A 

6. Générsdisation. — La loi de formation des équations de ".ondilion est évidente. 
Pour les éléments du quatrième ordre, on dérive deux fois l'équation (11), par rappoi:t 
à ccj et ûffi par exemple et Ton remplace les dérivées telles que pikji h l'aide de leurs 
expressions par les fonctions (X^, X^, X,, X3, XJ. En mettant en évidence la variable a?/, 
comme nous l'avons fait précédemment pour la variable Xj, on voit que le résultat 
peut s'écrire 

aF^ (Xo, V X,. X,) ^ ^^ _ ^p^ ^^^^ ^^^ ^^_ ^^^ _ D] = 

OÙ l'on représente par Fj (Xj, X^, X,, XJ le résultat obt( nu en remplaçant dans 

dF ôF v« ôF , ^ ôF 

les dérivées de z par leurs expressions à l'aide X^, X,, X,, X^. Le développement du 
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crochet ae déduit de (18) en augmentant les indices des X d'une unité ; si Ton divise 
par -^ --^ on aura 



n 



^**(/)+2 2|:^-»-^3[F(/)-cr-D] 



(19) 



t = i 



^iJ^ 






F(X,) — D-t- — ^P fil' ^«» ^.) . 1 àPj(\,K,K,\) 









ÎWF. 



= 



On en déduit la nouvelle condition. 

D'une façon générale, pour l'indétermination des élém3nts du {p 
faudra ajouter aux conditions déjà obtenues, la relation 



1)* ordre, il 



/ 



(20) { 



ôX„ ô* 



^ OA, 0'^ 

t = 1 \ôa?,7 



^- X [F(/) - C/-- D] H-V, = 0, 



V„ = F(X,.0-I>-^ 



1 ^F (X«_j, X^_,,Xp) 



âo?. 



ii 



* ^^<1 (Xy— 3» Xp_g, ^y-1» Xp) 

* ^r »l «*' l'y -g \^0» ^1» «M ^y) . 






V^y ne dépend point des dérivées partielles de X^, le coefficient de cette dernière 
fonction est 












^r\. 






En résumé le calcul des éléments successifs sera indéterminé si les conditions sui- 
vantes sont remplies : 

fo f(a:i) est une intégrale de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre^ 
homogène et du second degré 

*(/) = 0; 

elle ne présente pas de points singuliers dans le domaine considéré. 
2^ Xo est une fonction arbitraire* 



I 
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3^ Les fonctions X^ satisfont sur la surface f{x^ = aux équations aux dérivées 
partielles ; linéaires par rapport à la fonction et à ses dérivées 

n 

i = 1 W) 

OÙ ^ a la même signification que précédemment. 



7. La surface à point singuliar. — Nous donnerons le nom de surfaces carac 
léristiquês aux surfaces de Tespaoe an dimensions E»(j7i, or,, ...,d;n)qui satisfont à 
l'équation 

(16) *(/)=22;a»^^,=«' (^*=a«) 

(t, A = i . 2^ ..., n), 

et nous appellerons fonction caractéristique L'expression ^(f)» Les coefficients A sont 
des fonctions des seules variables (^,) ; on pourra donc discuter celte équation et l'in- 
tégrer indépendamment des solutions de l'équation du second ordre. 

Considérons un point particulier de coordonnées (Xj) et posons r-^ =Xj. L'équation (16) 
où l'on considère les X comme des cordonnées courantes 

(21) 22^^^'^* = ®-<^) 

représente un cône du second degré (N), lieu des normales aux surfaces caractéristiques 
passant par le point {xi). Nous désignerons sous le nom de cône caractéristique le su f^ 
plémentaire de (N). 

(22) ^^0Lu,XiX, = 0...{C). 

C'est aussi l'enveloppe des plans langentsaux surfaces caractéristiques passant par (œi). 
Toutes les surfaces intégrales de (16), à l'exception de Tintégrale singulière si elle 

existe, pourrront s'obtenir en parlant d'une certaine surface à point conique appelée 

par M. Darboux (*) surface à point singuliei\ 
Cette surface peut être considérée comme le lieu des caractéristiques de Cauchy de 

l'équation (16) passant par un point particulier. Nous donnerons à ces lignes le nom 

àebicaractéristiques, en adoptant une dénomination de M. Hadamard ('). 

(*) Mèinob*e sur le* solutioiis singulières des équatione aux dérivées partielles du pt^emier 
ordre, p. 33. 

Voir aussi M. Goursat. Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre, chap. IX. 

(*) Sur la propagation des ondes {Bulletin de la Société mathématique de France^ t. XXIX, 

p. 58. lyoi). 
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Formons les équations de la surface à poinl singulier de sommet (x^). Les bicarac- 
téristiques onl pour équations 



(23) 






--g^—* = dt, (î = 1, 2, ..., n). 



On doit intégrer avec des conditions initiales satisfaisant à la relation 

en désignant par A^^^ ce que devient la fonction Aik{xi) quand on remplace Xi par x\, 
£n nous plaçant exclusivement au point de vue de variables réelles, deux cas sont 

à considérer. 

1** La iorme quadratique 

est définie positive. Dans ce cas les données initiales ne seront point toutes réelles et la 
surface à point singulier sera imaginaire. 

2® La forme quadratique ^^ n'est point définie positive. On pourra faire choix d'un 
ensemble de données initiales réelles ; les bicaracléristiques et, par suite, la surface à 
point singulier le seront aussi. 

Supposons les coefficients A holomorphes dans le domaine du point considéré et 
développons en série les fonctions Xt{t), Xi{t) qui satisfont aux équations (23) et se 

réduisent pour ^ = à (a?^, X.). 

Si l'on tient compte de ce que la fonction 4> est homogène et du deuxième degré par 
rapport aux X, il est aisé de voir que le développement de cci peut se mettre sous la forme 



00 



(24) 



ar,-a?^•=-. 2 ?a(X%«, X%f, ..., XV) 
h = 

(1=1, 2, ...,w). 



Oh désigne un polynôme homogène de degré h en (X^/). La surface à point singulier 
peutèlre considérée comme définie par les équations (24) et l'équation de condition 

Si Ton forme le déterminant fonctionnel des ^, par rapport aux variables XV» on 
trouve qu'il a pour valeur 



2n 
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c'esl-à-dire, à un coefficient près, le discriminant de la forme quadratique 4»^. Si ce dis- 
criminant n'est pas nul, c'est-à-dire si la forme quadratique ne se réduit pas à moins 
de n carrés, on pourra effectuer Tin version des équations (24). 
Soit 

(t = i, 2, ..., n); 
la surface à point singulier de sommet {pc^i^ aura pour équation 



(25) 



2 2 ^"""f^f" = ^- 



Ce résultat suggère le changement de variables 






x!^ = fjipci — afii), (j=\, 2, ..., n) 



et la nouvelle équation sera 
(25') 



V VA»,Aa/|x'* = 0. 



Elle représente le cône des normales (N) de sommet (o?^,) et Ton est conduit au 
théorème suivant : 

TRBOiiiifB. — Étant donnée l'équatioii aius dérivées partielles 4>(/) = qui définit 
les surfaces caractéristiques d'une équation aux dérivées partielles du second ordre^ 
si la force quadratique relative au point (a?»*). 



^^k^kXiXk 



est à discriminant non nul^ on peut trouver une transfonnation ponctuelle telle que 
la surface à point singulier de sojnmet (x^i) ait précisément pour équation 
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(26) 



22 A^jfea?,â?ik = 0. 



En effectuant la réduction du cône à ses axes principaux nous ramènerons cette sur- 
face à une forme plus simple. Supposons que l'équation en (S) relative à cette quadrique 



(27) 



Aj j — S, Al, 2 Ai.n 

-^1,8 -^^.g — S.....A8. n 



An, 1 



An, 2 



An,n — S 



i 
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admettre p raciaes positives et q négatives, p + ^ = n, La substitution orthogonale 
qui rapporte le cône à ses axes principaux ramènera Téquation (26) à la forme 

p g 

x'if i/j désignent les nouvelles variables et S'i, — T'y les racines positives et négatives 
de l'équation en S. 11 nous suffira d'effectuer le nouveau changement de variables 

a/i = Si j:, (t = i, 2, ..., p) 

yV=Ty.%o = i,2, ...,g). 

pour que Téquaiion de la surface au point considéré soit ramenée à la forme 

Cette forme réduite simple, conduit, par analogie avec ce qui se passe dans les équa- 
tions à coefBcients constants, à distinguer dans l'espace diverses régions telles que pour 
tout point d*une région ainsi déterminée, la forme réduite de la surface à point singu- 
lier soit la même. Dans chaque cas, la nature de la surface est caractérisée par les 
nombres j) et q qui peuvent être déterminés par la simple considération d) l'équation 

en S. 

Appliqué au cas de deux variables, ce mode de classification conduit à la distinction 
des équations en deux types bien connus : le type elliptique, pour lequel on a la forme 
réduite x* -h y*, et le type hyperbolique, pour lequel on a, au contraire, la forme a?* — y*. 

8. Définition des multiplicités singulières. — Revenons à la surface à point 
singulier définie par les équations (24) et la relation 

V 2^''*^*^* = ^• 
Nous en déduirons toutes les surfaces caractéristiques non singulières en assujettissant 
le point {x*.) à décrire une variété à (1, 2, 3, ..., n — 2) dimensions et en prenant les 

enveloppes correspondantes. Il y a donc n — 2 types de surfaces caractéristiques. 

Supposons que l'on ait fait choix d'une de ces surfaces f(xi) = 0, ne possédant dans 
le domaine considéré aucun point singulier. Sur une telle surface les fonctions X devront 
satisfaire aux équations (20). On reconnaît immédiatement que les caractéristiques de 
Cauchy de ces équations sont précisément les bicaractéristiques qui engendrent /(^t). 

D*aprè8 ce que l'on sait sur la détermination des intégrales d'une équation linéaire 
aux dérivées partielles, on obtiendra la fonction X^ aux différents points de / {Xi) par 
intégration le long des bicaractéristiques. L'intégrale sera complètement déterminée si 
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Ton coDnatt X^, Xj, ..., Xp_, en tous les points de f{jCi) = 0, et si l'on se donne en 
outre les valeurs de X^ en tous les points d*une variété an — 2 dimensions tracée sur 
/ (^t) 6t qui ne soit point tangente aux bicaractérîstiques. 

En particulier si l'on se donne les valeurs de l'intégrale j sur deux surfaces qui se 
coupent, dont l'une ^o\if{xi) = et dont l'autre ne soit pas tangente aux bicaractéris- 
tiques qui engendrent la première, il est aisé de voir que Ton pourra calculer les 
valeurs prises par les fonctions X,, X„ .... X^ aux divers points de la variété à (n — 2) 
dimensions suivant laquelle ces deux surfaces se coupent. Désignons en effet par 
z ^=\ (Xi) les valeurs prises par l'intégrale sur la surface caractéristique f {xi) == 0. 
On a 

(3) p, = ^-+-X,^. 

Soit ;7 = fig [Xi) les valeurs de l'intégrale sur la deuxième surface g(Xi) = qui n'es) 
pas forcément une surface caractéristique, et représentons par (8xi) les composantes 
d*un déplacement sur cette surface suivant la direction / tracée à partir d'un point de 
la variété intersection. On aura 



ou bien encore 



8^ = y »ji! ^ Si 



-jj les cosinus directeurs de la direction L Mais si nous tenons 
compte des formules (3) on a aussi 



n 



8z 






t=l t=l 



OU bien en introduisant les cosinus directeurs de la direction l 



n n 






t = i i=l 



En égalant ces deux valeurs de 8^, on a 



n n n 

X V^ ô/* ^^^ 'V' ô[Jijj bXi '^ ôXp à^ 

* ^ ïiXiTÏ ^ bJCiYî ^^ àXi dl 

»=! 1=1 t=l 



L'équalion 






exprime que les deux surfaces / (xi) ^=0 tl g (xi) ^ sont taDgentes. S'il n'en est pas 
ainsi, on pourra déterminer X,. 

Le calcul est le même pour les fonctions X,, ...>^. Par suite toutes ces fonctions seront 
complètement déterminas sur la surface caractéristique par intégration le long des 
bicaracléristiques. 

Il resterait û élablir qu'étant donnée une multiplicité singulière H ,ilyabien 
une infinité de multiplicités intégrales qui la contiennent. La démonstration de cette 
proposilionaéléfaiteparJ. Beudon (') en suivant la méthode indiquée par M. Goursat ('] 
pour le cas de deun variables- 



III. — Les éqiialions à coeriicienls constants 

9. L«ia équations à coefficients constants. — Appliquons les considérations qui 
précèdent aux équations à coeftîcienls conslanls linéaires et du second ordre 

a,ft = ff*„ (<■, A = i,2, ...,n). 
Nous devons considérer la forme quadratique 



et former l'équalion ec S correspondanle. Soient S'i, S*„ .... S',,; — T^,, ... — T', les 
racines positives cl n^atives et supposons qu'il y ail h racines nulles. On pourra trou- 
ver une substitution orthogonale qui ramène 4 à la forme 



1 t',!l'i=*,- 



(') Sur Us caractérittiques des équattom aux dérivées paylieUes. {Bulletin de la Société matlié- 
tnatique de France, t. XXV, p. 115. 

Voir auwi M. J. Le Roui, Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles {Journal de 
Matkémuthiqtus. t. IV. 5« série, p. 396; 189Ç). 

(*) Leçons sur Ici' équations aux déricéet partielles du second ordre, t. 1, p. 188 et l, 11, p. 303, 
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Effectuons la même substitution sur F(y), nous obtiendrons : 

F,(V)= i S'.-^y- V T«,^-y+ y „^- V r.'lY+ y bA+C\ = 

i=:l i=l "^ i=^i j=zi A=l 

OÙ ^A désigne une variable qui cesse de Ggurer dans les dérivations secondes. 
Nous ferons disparaître les termes en — et — en posant 



Si nous effectuons en ou(re dans le résultat le nouveau changement de variables 

Xi = S,y„ (i = 1, 2. ... , p) ; 
yj = '^jy'jf U = 1, 2, ... , g') ; 
z',=CnZ,, (A = i,2, ...,R); 



il vient finalement 






Introduisons la notation commode 

le résult>it pourra s'écrire : 

h 
(28) A^''U-H y ^-+-KU = 0. 

Toutes ces équations ont même fonction caractéristique 



t=l 1=1 
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Les bicaraclérîsliques auront pour équations différentielles 

X, — u. 

dont les intégrales sont données par 

Xi = X^, Xi = cc\ H- XM, (e = i , 2, ... , p) ; 

y, ^ y\r 'Jj = y% ^ ^^^ 0' =1,2,..., q) ; 

V X<- - y y'^ 0. ' 

On peut dire qu'elles représentent dans l'espace h p ^- q dimensions des droites pa- 
rallèles aux généFfitrices du cône 

P H 

(C) V (r, - .^0. . _ y ^y^ _ y0..j _ 0. 

Celte dernière surface représente donc la surface à point singulier de sommet (^'^•, y*). 
Nous écrirons dans la suite son équation sous la forme abrégée 

(C) r2 - r^ r^ 0, 

On obtient toutes les surfaces caractéristiques en prenant les enveloppes de ce cône 
lors({ue la somme (x^u y^j) ^st assujetti à décrire dans l'espace E^, 4. ^(j:,, y.\ une multi- 
])licité ponctuelle à moins de p -f- gr — 1 dimensions. Nous supposerons pour cela que 
les coordonnées (.r^, rf.'S sont fonctions de ^ paramètre (Wj, n^^ ..., w/, . Les enveloppes 
seront déQnies par les équations suivantes qui se prêtent à une interprétation géomé- 
trique évidente 

P y 

(C) N; (>'i~.^'iY- V (y^. - y .^yi ^ 0. 

(A) y (.,• - ,rO0 fi - V (. - ,A) p _ 0, (f T *' ?' - \). 
1 = 1 /=! 
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10. Gonnexité des régions déterminées par le cône caractéristiqae. — Sup- 
posons le sommet du c^ne (C) transporté à l'origine et examinons d'abord le cas parti- 
culier ou p -h g = 4. 

La surface à point singulier pourra afiecler Tune des trois formes : 

0?^ -h 0?% — . y^, — if.^ = 0, 
cc\ + x\ -^ ^% — y\ = 0, 
./;*, -f- 07*5 -h aî*3 H- a?*4 = 0. 

La dernière surface est imaginaire, il ne reste que deux cas à examiner : 
1° 07*, + x^^ — y*i — y% = 0. Nous allons démontrer que cette surface divise l'es- 
pace en deux régions linéairement connexes, c'est-à-dire telles qu'étant donnés deux 
points dans une même région, on peut toujours trouver un chemin permettant de passer 
de Tun à l'autre sans franchir la surface. 
Considérons par' exemple la région 

j^, -+- ot'-, — if\ — yK^ > 
qui contient tous les points situés sur la variété 

ïïi = ^> ^2 = ^• 

Appelons rayon toute droite de Thyperespace passant par Torigine, et variété cylin- 
drique toute relation entre moins de quatre coordonnées d'un point. Nous allons exa- 
mi ner d'abord des couples de points particuliers. 

Supposons qu'il s'agisse de deux points dont les coordonnées sont de la forme (.^-,, j:^, 
0, 0), (a?',, x\, 0, 0), on pourra passer de l'un à l'autre en se déplaçant sur la variété 
cylindrique 

puis sur un rayon. Le résultat est d'ailleurs évident si l'on remarque que l'on est la- 
mené à un espace plan à deux dimensions sans aucune coupure. 

Prenons maintenant deux points situés dans la même région et dont les coordonnées 
soient (Xj, a?,, 0, 0) et (a/,, x\^ y'i, 0). On peut profiter de l'indélerminalion relative 
aux axes oxi et ox^ pour avoir x'^ := et le second point aura pour coordonnées (a;'i, ; 
y., 0) avec la condition 

^\ - !/\ > 0. 

On pourra d'abord se déplacer sur la variété 

•' i ^ U 1 — u 
en faisant décroître y, à zéro. On arrivera ainsi sur le cylindre 
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el it suffira de se déplacer sur celle variété ou sur des rayons pour atteindre en restant 
dans la région tout point de coordonnées {x^y x^ ; 0, . 

Géométriquement, si l'on remarque qu'en faisant y'j = on est ramené à un espace 
à trois dimensions, le résultat est intuitif. 

Considérons encore le couple de points (a?i, x^ ; 0, 0) et (x\y a/g ; y'j, y\). On profi- 
tera de l'indétermination relative aux axes des y pour faire, par exemple, i/^ = 0, et 
Ton sera ramené au cas précédent. 

lilnfin si Ton a deux couples de points absolument quelconques situés dans la même 
région, on pourra toujours aller de chacun d*eux, sans sortir de cette région, à un 
point quelconque de coordonnée x^, a?j, 0, 0) et la proposition est établie. 

Ces raisonnements sont applicables évidemment à la deuxième région et par consé- 
quent Ton a bien deux régions linéairement connexes et deux seulement. 

2** 0?*, H- x*j -H x\ — y^^ =0. Tous les raisonnements sont encore applicables à la 
région 

^\ -*- ^\ -+- ^'s ~ y', < û 

qui se trouve être linéairement connexe. Mais il n'en est plus de même de la deuxième 
qui se dédouble. Considérons, en effet, Tinégalilé 

co\ H- x\ 4- x\ — y\ > 0. 

Si elle est satisfaite pour un point de coordonnées (Xj, x^, x^ ; y,), elle sera aussi 
satisfaite pour le point de coordonnées (j:,, x^, x^; — y^), et Ton ne pourra passer 
d'un point à Tautre sans franchir la surface 

^\ -*- ^\ H- (C\ — y^ = 0. 

Il y a donc ici trois régions à considérer. 

L'étude que l'on vient de faire du cas de quatre variables s'étend sans difficultés au 
cas général. 
Soit le cône 

P g 

r» - <« = 0. r^= "^ (xi - x^y, <^ = 2 ^-^^ - y'^^' ' 

si les nombres p ei q sont supérieurs à un, Ton aura deux ré*çions ; si l'un des nombres 
est égal à un, l'on aura trois régions. Chacune des régions obtenues sera caractérisée 
par la valeur des nombres pou q correspondants. 

Remarque. — Nous avons vu, dans le numéro précédent, qu'à toute variété à moins 
de ^ H- 5^ — 1 dimensions, on pouvait faire correspondre des nappes caractéristiques, 
enveloppes du cône caractérislique lorsque le sommet est assujetti i décrire la variété. 
En supposant ces surfaces réelles, on peut se demander quel est le nombre de régions 
linéairement connexes qu'elles déterminent dans l'espace. On trouve qu'il y a dans 
tous les cas, deux, trois ou quatre régions différentes. En particulier il y aura quatre 
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régions si la variété esikp -^ q — 2 dimensions. Mais nous n'insisterons point sur la 
démonstration de ces propositions dont nous n'aurons pas à faire usage. 

1. Classification des équations à coeificients constants. — L'étude que nous 
venons de faire des surfaces caractéristiques nous conduit à ranger les équations du 
second ordre à coefficients constants, en deux catégories. 

i* Les équations à caractéristiques imaginaires qui se ramènent à la forme canonique 

Elles ont fait l'objet de nombreux travaux, surtout dans ce dernier temps. Mais on a 
généralement admis l'absence des termes en '—- . 
2'' Les équations à caractéristiques réelles dont la forme canonique sera la suivante : 

Ai'. <iy+ y :îl -+- KV = 0, iP' 2 V = V 'liy. _ V ?iv . 

h = i t=l J = i ^ 

Malgré les importantes recherches (^) de Poisson et surtout de Cauchy, dans la pre- 
mière partie du dernier siècle, et les travaux plus récents de M. Volterra et de 
M. Tedone, les propriétés de leurs intégrales nous sont bien moins connues. 

Comme nous l'avons vu dans la discussion des régions, le cas où l'un des nombres 
p ou ^ est égal à un doit être mis à part. C'est en réalité le seul cas qui ait été étudié 
avec soin. Son importance bien connue en Physique Mathématique justifie le point de 
vue spécial auquel se sont placés les auteurs. Nous y reviendrons d'ailleurs dans le 
dernier chapitre de ce travail. 

Le cas général ne parait pas avoir été considéré au point de vue de la symétrie qu'il 
présente par rapprt aux nombres p et q. iNous nous proposons d'apporter une contri- 
bution à celte étude. Mais auparavant nous appliquerons la théorie des caractéristiques 
à l'extension de la méthode de Riemann- Vol terra pour le cas de trois variables. 



1A'« — Los Formules fonilHinciitales 

12. Formule iondamentale. — Afin de nous aider de la représentation géomé- 
trique et pour simplifier l'exposition, nous ne ferons intervenir dans ce qui suit que 
des fonctions de trois variables. Nous verrons d'ailleurs que les raisonnements s'appli- 
quenl sans modification à Thyperespace. 

(») Voir V Introduction. 



] 
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Soit D un domaine k (rois dimensions limité par une frontière F. Désignons par d'z 
réiément de volume et par d(j celui de frontière. Nous supposerons qu'en chaque point 
de la frontière on fasse choix de la direction de la normale qui va vers l'intérieur du 

domaine et nous représenterons ses cosinus directeurs par r- * r"^» — . 

Considérons la fonction U qui admet à l'intérieur de D et sur la frontière des dérivées 
premières et secondes intégrables et qui satisfait dans ce domaine à l'équation aux déri- 
vées partielles linéaires 



(29) 



F (U) = A 



ôUJ 












oydz 



+ 2C'g 



2B 






2B 






DU = 0. 



où A, B, C, D sont des fonctions de œ^yeiz intégrables ainsi que leurs dérivées pre- 
mières et secondes. Soit encore Y une fonction intégrable ainsi que ses dérivées 
premières et secondes dans le domaine D et sur la frontière F. On aura en intégrant 
par partie, les identités suivantes 

Aav 51? _ u 'l^]d-. + fUw 'y '^ - u ^^ 'f\ d. = 

I L ^àz ^yt>z J f L î>^ <>n ^y imj 



/ L î^y ^n ^^ i>nj 



Multiplions Téquation (29) par V et intégrons par partie pour tout le domaine D. Si 
l'on tient compte des identités précédentes, il vient en groupant les termes : 




[VP(U) — UG(V)_1 



01 . ./ 



UVP„ rfd 



(30) 




,. A.* (U) fa? ^.* (U) ôy ^ ^.* (U) i^z 



/ôU\ on 



•fcj ^'-WJ '-te; 



— tt A*(V) ^ . ^.» (V) ôy 5.» (V) ^^ 



ôV\ î).n 



'UW 



î>V\ î>n 



•(?) 



•■(S) "• 



dj = 0. 



oi^roo a posé . 



''î!y^A'<:"v_,,^n[__ôW _^_,6«v . ,„, ô«v 



G(V) = A"-I + A'"-: + A'':^ + 2,B;î:f + 2B 

\ ôa? ôy ôjar/ 

_ 2 /"C' ——' — —— —\ 
** \ ôa? ôy ôz / 



> . 2 B 



,, ôB' ôB ôA'\ 



(3*) < -2(c' ^ . ^ 

^ ' \ \ ^ tsy î>z / 

\ôa?* ôyd^ ôr i^y àz / ' 



(32) 



^ \ ôa? ôy i>zj bn^\ tx ôy i>z/ àn^ 

i ^/'2C'-'.?.'-^-^'\5f 

l \ îMT ôy ô^/ on* 



G (V) sera Yéquation adjointe, ^ la fonction caractéinstique, P„, le polynôme adjoint. 
Si ToD a ideDtiquement * 

ôx ôy ôy ' 

2C'_*®'- — - - = 0. 
ao; iy &T 

2C-*-5.'-*-?-'^=0. 

ôx fty ô^ 



en dérivant chaque égalité respectivement par raport à a;, y et ^ et ajoutant il vient 



^ _^.. ôC ^ .. ftC ô«A « ô«B 

-— -h 4 h £, - — — — -5 — • . • ^ A - — — 

bx hy bz ôx* ôa:ôy 



On reconnaît que l'on aura 



G(V) = F(V); 



réquation est identique à son adjointe et le second terme de (31) disparait. 

5 



? 

j 
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Le troisième terme se laisse mettre sous une forme qui conduit à un rapprochement 
avec la célèbre formule de Green. Le coefficient de Y peut s'écrire 



*'-lâ5J *-l^j *W 



) 



.j.Z^/b'^ + B^ + A' 
ô4r \ ôn dn 




Posons 



cette quantiié sera bien déGnie en tout point non singulier d'une surface» et introdui- 
sons les cosinus directeurs —» ^ » r~ définis par les relations 

DV OV OV 

bv \ • on bn on/' 

(3*) I A*/=(B'g + A'gH-B S), 

,«^ = (b'^+B*^ + A'^V 
ôv \ on î>n ^/ 

* Ces quantités dépendent de la fonclîon caractéristique 4> et de la normale à la fron- 
tière. Soit V la direction ainsi définie ; à toute normale n à la frontière F, la fonclîon 
caractéristique fait correspondre cette direction bien détei^minée à laquelle nous donne- 
rons le nom de conormale. 

Elle a d'ailleurs une signification géométrique simple. Dans la fonction caractéris- 
tique, remplaçons r- 1 r- t r— respectivement par X, Y, Z et égalons à zéro, on obtien- 

if 

dra pour chaque point le cône des normales 

(32)' 2 AX' -^ 2 2 BYZ = 0. (r) 

Le plan diamétral de la direction n aura pour équation 

X (a ^ -H B''^ + B' ^) + Y (b' '-^ + A' ^ + B "-Î) 
\ an m on/ \ on î>» c?ij 

z(b'^ + b^+a'?î) = o. 

\ on an imj 

On reconnaît immédiatement que la direction v coïncide avec la normale à ce plan, 
D*où la définition géométrique. 
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La con»rmale e$t la pei^pendicuiaire mu plan diamélraî conjugué de fa normale 
par rapport au c6ne caractéristique passant par le point considéré. 

Il reste à préciser le sens de la conormale lorsque la direction n est connue. Des 
relations (34), il résulte gue l on a 



-»— - 1 1 «i -:i -^ — » 

5n ôv on dv bn 



&v \ôn* on* on/ 



Lorsque la normale se trouve dans la région positive du o6ne (r) on prendra la 
direction de la conormale qui forme avec elle un angle aîgu , et la direction opposée 
dans le oas eonlraire. 

En particulier, si Téquation du cône (r) se réduit à 

X« -h Y« — Z* = 0, 

la conormale sera la syjuétiiqifte 4e la norioale par rapport au plan parallèle à XOY, 
passant par le point considéré (^). 
Dans la suite nous conviendrons d'appeler dérivée conormale d'une fonction H, la 

ôH 
dérivée de celte fonction, suivant la direction v; nous la représenterons par -— , en 

posant 

('^) îv7 ^*^ ôa? ôv by 6v àz ôv ' 

Introduisons ces notations dans la relation (30), nous parviendrons à la formule que 
nous avons en vue. 

(I) nVF (U) - UG(V)] d'.^ I P„V\d, -H / (v ^ - U ^) Arf. = 0, 

et pour une équation identique à son adjointe 



(ly 



r[VF(U)-UP(V)]<;x+ y (vf-U'^^)Ada = 0. 



13. Propriétés des Irontiéres caraotéristi<iuss. — Particularisons la frontière 
et supposons qu'elle contienne une surface caractéristique. Nous avons désigné sous ce 
nom toute surface qui satisfait à l'équation obtenue en égalant la fonction caractéris- 
tique à zéro. Soit / (a?, y, ;3r) = o une semblable surface, on aura 

^ ^ \bxj \ày/ bx ày 

(«) M. R. d'Adhâmar. - Sur une classe d'équations aux dérivées partielles du premier ordre 
iComptes-rendus, U février 190i). 
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Les bîcaràctérîstiques, c est-à-dîre les cftractéristiqoes de Gauchy de celte équa;tioii, 
sont déGnîes par les relations 

liX ôY TiZ ôiê ïïy î5" 

• - . 

en posant -^ = X, x. =z Y, >^ = Z et en considérant pour calculer les dérivées par- 

tîelles 4> comme une fonction des six variables indépendantes (a?, y, ^; X, Y, Z). Si 
l'on exclut les intégrales singulières, on sait que toute surface caractéristique est un 
lieu de bicaractérisliques. 

Reportons-nous aux équations (34) et supposons que (r-> ^» cr) soient les cosinus 
directeurs de la normale à la surface /*(a?, y, ^) = 0, ces quantités seront proportion- 

a/* 7\f '\f 

helles à -^» -^) -^, c'est-à-dire à X, Y, Z avec les notations adoptées. Il en résulte que 

bx ^y àZ '^ ^ 

les cosinus directeurs de la conormale seront proportionnels ^ c^^' ^' ^* c'est-à-dire 

aux coefficients directeurs de la tangente à la bicaractéristique/ 

Donc, en chaque point d'une surface caractéristique, la conormale coïncide avec la 
tangente à la bicaractéristique menée dans le sens où crott le paramètre L 

Supposons connue la surface caractéristique f{ûBy y, z) = 0. On pourra déterminer 
les bicaractérisliques qui lui correspondent; elles formeront un système de lignes 
coordonnées, que nous désignerons dans la sujte sous le nom de coordonnées bicaracté- 
risliques. Si l'on connaît en tous les points de la surface les valeurs prises par une 
fonction U(a7, y, z), on pourra évidemment déterminer Taccroissement de la fonction 
quand on se déplace à partir d'un point sur la bicaractéristique qui passe par ce point; 
en divisant par le déplacement infîniment petit. Ton aura la dérivée bicaractéristique 
qui sera par suite déterminée eo tout point d'une surface caractéristique. 

Considérons maintenant une surface quelconque S (a?, y, z) = et les valeurs prises 
sur cette surface par la même fonction U. A chaque point de la surface, les formules 
(34) font correspondre une direction conormale, en général extérieure à la surface. 
Si l'on veut calculer la dérivée de la fonction suivant la conormale, il est clair que le 
résultat n'est plus déterminée par les seules données des valeurs de U sur S. Mais, 
d'après ce qui précède, on voit qu'il y a exception toutes les fois que S (a?, y, z) =='0 
est une surface caractéristique et l'on a le théorème suivant (*) : 

Théorèiib. — En tout point d'une surface caractéristique y la dérivée conormale 
d'une fonction est détei^ninée dès que Von connaît les valeurs prises par la fonction 
sur la surface; elle est égale à la dérivée suivant la bicaractéristique qui passe par 
ce point. 

Cette proposition contient comme cas particulier une remarque analogue de M. Pi- 
card (*) sur les équations & deux variables et celle qui a été signalée par M. R. d'Adhé- 
mar dans la note citée. 

• (*) Sur les équations linéaires aua dérivées partielles du second ordre; Bulletin des Sciences 
Mathématiques, 2« série, t. XXIII; juin 1899. ) 
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Appliquons à la fonction ♦ (f) les considérations développées au numéro 7 sur la 
surface à point singulier. Prenons un point particulier (x, y, z) et formons l'équ^ti^n 
en S. 



(37) 



A-S B' B' 
B' A'-S B 
B' B A'-S 



= 0. 



Si cette équation a ses trois racines de même signe, la surface à point singulier sera 
imaginaire et par suite aussi les surfaces caractéristiques. 

Si, au contraire, les trois racines ne sont pas de même signe*, les surfaces caractéHs- 
tiques seront réelles. Elles seront de deux types différents. Le premier ne comprendra 
que la surface à point singulier, ici l'analogue d'un cône; le deuxième sera formé de 
deux surfaces se croisant sur une ligne (L). Ces dernières s'obtiennent en assujettissant 
le sommet de la surface à point singulier à décrire la ligne L et en prenant l'enve- 
loppe. Mais les surfaces ne seront réelles que si la tangente à la ligne L est en chaque 
point extérieur à la surface à point conique. 

Supposons que Ton soit dans une région pour laquelle les\surfaces caractéristiques 
soient réelles. Lorsque, dans l'application de la formule (I))^on aura affaire à un 
domaine dont la frontière contient de telles surfaces, il y aura intérêt à mettre en 
évidence les parties des intégrales qui leur correspondent. Nous choisirons, sur ces 
frontières spéciales, un système de coordonnées curvilignes formé d'abord des bicarac- 
tcristiques, puis d'une autre famille de lignes dont la défînitioQ sera précisée dans 
chaque cas de façon à simplifier le problème. Soient l la variable dont dépend la posi- 
tion d'un point sur une bicaractéristique et u l'autre variable ; nous supposerons Télé- 
ment infinitésimal exprimé sous la forme 

(38) (h = A (/, u) dl du. 



A (^1^) sera connu en chaque point de la frontière dès que l'on aura fait choix du second 
système de lignes coordonnées. 

Désignons par (C) la frontière caractéristique et par** le reste de la frontière, la for 
mule (I) devient : 

AvFlU) - UG(V)ld. + / P„UV.i, + / (v Jiî - U JY) A d. 



F + (C) 







— 38 — 

La dernitoe inl^rale peut se transformer en intégrant par partie le long des 1>ic«rac> 
téristiques. Soit (F) le contour de (C), on aura fînalement 




(II) / [VF(U) — UG(V)]dT-t- / P.UVrf» 



P 




/(v:^-u:-j)A* 



(D «^(0) 

•t pour une équation identique à son adjointe : 




OU) I [VF(U) - UF(V)] d, + y (v ^^ - u ^) 

- /"VA à 



A«/< 




AAUVrfu— I UVA-5log(V«AA)d<r = 0. 



CHAPITRE II 



LE PROBLEME DE RIEMANN 



I« — La surrace à point siogiiller 

14. Extension de la méthode de Riemann-Volterra. Position du problème. 
— Le problème de RîemADO, pour le cas d'une équation linéaire à trois variables, peut 
s'énoncer de la façon suivante : 

Étant donnée réqiuition : 

et une sur/ace S{x, y, js) = 0, trouver une intégrale de tèquation qui prenne sur la 
surface, ainsi que sa dérivée conormalty des valeurs déterminées. 

La méthode que nous allons donner est la généralisation de celle à laquelle M. Vol- 
lerra a été conduit par ses recherches sur les vibrations lumineuses dans les milieux 
isotropes (^). Comme dans la méthode Green, on est ramené à la détermination d'une 
intégrale particulière satisfaisant à des conditions déterminées. 

Il importe tout d'abord de préciser les conditions dans lesquelles on va se placer. 
Soit D un domaine à trois dimensions, où les coefficients A, B ..., £ sont des fonctions 
continues. Les hypothèses que Ton est amené à faire sont relatives, soit à la surface à 
point singulier, soit à la surface S. 

Sur la surface à point singulier : 

1^ On supposera qu'elle est réelle pour tous les points intérieurs au domaine D et 

que le déterminant 

A B' B' 



(2) 

reste différent de zéro. 



B" A' B 
B' B A" 



(1) Suite vibrtizioni luminase net mezzi isotrapi, Atk. délia. R. Accad. Linc ; ser. Y; yoI. 1; 
4 sept. 1892, pp. (161-170). SulU onde oilindriohe, ibid, 16 octob. 1892, pp. (265-277). Sur les 
vibrations des corps élastiques isotropes (Acta Mathematica, t. 18, , p. 161-231 ; 1894). 

La méthode de M. Yoltarra a été étendue par M. Tedone dans diverses notes et Dtëmoires cités 
dans l'introduction. 
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2*^ Figurons cette surface pour un point M^. Elle permet de distinguer, dans l'espace 
avoisinant M,, trois régions dont Tune extérieure et deux autres intérieures. Menons par 
le sommet une parallèle à Taxe oz ; nous admettrons que pour tout point du domaine D 
elle se trouve dans la région intérieure. Si cette condition n'était pas remplie, il suf- 
firait d'elTectuer un changement de variables convenable pour qu'elle soit satisfaite en tout 
point d*un domaine fîni.La transformation dont nous, avons parlé au numéro 7 répond 
évidemment à la question ; on pourra aussi .emprioyer la substitution orthogonale qui 
ramène pour un point du domaine D le cône caractéristique à ses axes principaux. Nous 
admettrons aussi que ce domaine est suffisamment restreint pour que cette parallèle ne 
rencontre point la surface à point singulier en dehors du sommet. 

Quant à la surface S, nous ne considérerons que la région intérieure à D et nous 
admettrons qu'elle est extérieure au cône caractéristique dont le somniet est en chaque 
point. Les coefficients de l'équation étant des fonctions continues, la surface à point 
singulier dont le sommet M^ sera dans un .domaine suffisamment restreint de S, sera 
coupée suivant une courbe fermée (F) délimitant dans S une région (S) et sur la surface 

à point singulier, la surface conique (2) ^^o^prise entre M^ et (r). 
' D'après ce qui a été supposé, la parallèle à l'axe oz menée par M^ rencontrera S en 




Fig. 1 



un point M^ intérieur à (S). Pour la suite, nous devons isoler cette droite M^M^ par un 
cylindre de révolution R dont le rayon r sera très petit.Soient (yj) et (yJ les intersec- 
tions de ce cylindre avec (^) ^1 (S) et (R) la surface latérale comprise entre les deux 

lignes. Nous désignerons par (g) et [^\ ce qu'il reste des surfaces (S) et ( V ) quand 
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ob enlève les parties intérieures à (R) et par (D) le domaine dont elles forment la 

frontière. 

£n6n, nous restreindrons encore le domaine D aux; seuls points du domaine de S 
pour lesquelles les hypothèses précédentes sont remplies. 

Dans ces conditions, pour chaque point Mq la surface à point singulier est bien déter- 
minée et découpe dans S une région (S) déBnie d'une façon univoque. Il en sera de 
même de l'intégrale de toute fonction bien déterminée étendue à (S) ; ce sera une nou- 
velle fonction dépendant des coordonées de M^ et que nous pouvons regarder comme 
connue dans toute retendue du domaine considéré. 

15. La formule fondamentale et les conditions ^^elatives à Tintégrale, par- 
ticulière. — Désignons par U et V deux fonctions quelconques et appliquons la 

formule fondamentale pour le domaine (D), en supposant remplies pour U et V les 
conditions ordinaires de continuité. On aura 

/ [ VF(U) - UG(V)] rf. + / [( V f--V ?^^)a + P,Uv]rf, 



(2) 



^{V) -h (ï) ^(2) 



Particularisons Tune des fonctions, V par exemple, et assujeltissons-là aux conditions 
suivantes : 

i° Dans le domaine (D) • 

(3) G(V) = 0. 
a* Sur (R) pour lim r = : 

(4) limrV= , linfi r ^ A = ^^jt — j",) 
ou — représente la dérivée conormale. 

y Sur (2)- 

En particulier, nous satisferons à cette dernière condition en prenant V égal à zéro 
sur la surface caractéristique. Désignons par z, l'ordonnée du point M^ et faisons tendre r 
vers zéro. On aura : 

lim / [(V ^^ - U ^^) A -+- PnUv]c/Œ = ~ 2 ir / \]{œ,. y,, z)^(z - z,)dz. 

6 
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L*inlégrale étendue à (T]) ^t identiquement nulle d'après le choix de Vet par 
Mite, (D) déttgaani la liinito^(0) il vient 



(II!) 



« / u(^o» y«. 



-^0 



= / VF(U)rfT+ / (AAUV)du H- / [(v '^ ^ U ^)a + P,uv] 



Si nous nous plaçons dans le cas où V s*annule sur ^, le seul que nous considé- 
rerons dans ce travail, et si Ton a en outre 

F(U) = Ax, y, z), 

f{my y, z) désignant une fonction intégrable en tout point de D, on aura simplement : 



="/' 



UK> yo» ^)?(^ — '^)^* 



(iiiy ' '• 



Le second membre représente une fonction connue de [Xq^ y^^ z^ que nous représen- 
terons pour abréger par ^{x^, yo« ^o)* 

16. L'invarBion ûm rintégrate» — La relation à laquelle nous venons de parvenir 
se prête à l'inversion de l'intégrale qui figure au premier membre lorsque l'on fait 
sur ^{x — z^ une hypothèse d'un caractère très général. Nous admettrons que cette 
fonction peut, pour toute l'étendue de M^Mi, se mettre sous la forme 

?(^ — z^j = (^ — '^Y V (z — z^\ 

n étant un entier positif et V désignant une fonction régulière ne s'annulant point 
pour z = zo. Deux cas sont à ooneiëéier : 

i^ Supposons d*abord que l'on ait V = Cq, €« désignant une constante. Dérivons (n +1 ) 
fois par rapport à Zq les deux membres de l'identité 



r 



2Tr I U{a?a. yo» ^)?(2 — ^^dz = *(Xo, y^, Z^) ] 



1 
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OD obtiendra 

{- 1)-H«2. ! . 2 ... „ . C.U(a.,. y., z,) = ^"""ff^^ '« ; 

OU bien, en posant 

(6) A = (-l)--^^2it.l.2... nC„ 

. \v ''v^ot ya» ^«j — ^ 5^ n + i • 

2*» Cette méthode ne ténmi plus si V(^ — z^) ne se réduit pas & une conslante, 
Dérivons encore (n -+- !) fois ; nous aurons, en posant V(o) = C^, 

*^- U (a?o. yo. ^o) ^ aie / rj . ^ . ^'^\ ^r^ ^\ d^ 



^0 



On ne saurait, par de nouvelles dérivationa, faire disparaître Tînlégrale qui subsiste 
au premier membre ; mais l'on a une nouvelle idendité qui peut servir à déterminer 
la fonction U par approzîniatioos suooeseive» (»). 

Formons les fonctions Mo, u,, .... u^, ..., définies par 






2tc 1 , ^ 511 + 1 ^ /^ _ 

5» + i « (^ - 



cifjr. 



'^^^dz. 






(1) Nous avons été condait à ce mode d'inversion par remploi de la belle méthode de M. Picard, 
à la suite de nos recherches sur l'extension de la méthode de M. Volterra et aussi par la considé- 
ration de certains problèmes d'inversion d'intégrales multiples. (Voir Volterra^ Sulla inverHona 
degli intégrait multiplia Bendioonti délia reaîe Aooademia dei Lineei, série y. Vol. V ; 1896). Mais 
la priorité appartient à M. Leroux qui Ta employée d'une façon systématique dans ses belles re- 
cherches sur les équations linéaires aux dérivées partielles signalées dans notre introduction. 



Ui 44 — 



et déniontrons que la série 



converge unirormément et satisfait à la relation fondamentale. 
Tout d'abord la série convergé uniformément. On a, en effet : 



Wp — Mp — 1 



— kl ^^"-^ ^^-'^ ôV"^* 



Soit I Mp_, — Wp__j I le maximum du module de Mp_i — ^p—t lorsque z varie 
entre ^^ et jsr,, on aura : 



t#p — î/p. , 



< 



Wp-i — Wp-, 



ou bien 






I «^P — Wp-1 Kl «^P- 1 — «*P- 1 1 M (^ — ^o)» 



M désignant une constante finie indépendante de p. Par suite 

I w, - «,-. i< I «. - «. I [M (^ - i,)y-*. 

Il suffira de prendre z^ — z^ suffisamment petit pour que Ton ait 

Soit u (ûD, y, s) la valeur de la série, il reste à montrer que cette fonction satisfait à 
l'équation 






^) ? (^ — ^o) dz=i^ (a?o, yo, ^o)' 



Posons 



r 

I^ = 27C I Up (^0» ^0» ^) ? (^ — 



z«) ^?^. 



on aura : 






^) ? (^ — ^o) c?^ = Ip -+- 2Tt 



/ (W — Mj 



,) ç (;ar — Zç) rf;ar. 
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et si p croit indéfiniment 






Dérivons (n -4- 1) fois I^ par rapport à z^ ; 



+ * I / ô" + * « (^ -^n) 

-^ f = K Wp (j:,, Vo. *o) 4- 271 I w^ (a?o. y,, z) J^n + i 



remplaçons Up par sa valeur : 






-^^)rf. 



^0 

et faisant croître jp indéfiniment : 

Il suffit d'inlégrerlea deux membres (» + 1) fois entre les limites jr, et «, pour 
obtenir la vérification cherchée 

r 

2tc I M (oî^, y^» -2^) ? (^ — ^o) c?z = * (a?„ yo» ^o)- 

17. L'Existence de Tintégrale partionlière pour les équations à coeHicients 
constants. — Le problème est donc ramené à la démonstration de Texistence de la 
fonction V, satisfaisant aux conditions énumérées précédemment. 

Considérons d'abord les équations à coefficients constants. Par les transformalions 
énumérées au premier chapitre, on peut les ramener, dans le cas des caractéristiques 
réelles, aux deux types bien connus : 

... ^'V ^»V ^"V ^ ■ 

^ ' àr* ^y^ ^^z^ 

Dans Tun et l'autre cas, la surface à point singulier, pour le point (-^otyo» ^o) ^^ ^^ 
duit au cône caractéristique 

(z-z,)*-Y\ = 0, V«. = (... - .r„)» 4- (y _ y.)» 
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Il est naturel de chercher une intégrale particulière, fonction de z — z^ et de z^ 
seulement; 

Four le premier type, on satisfait à toutes les conditions en prenant 



(9) 



'.='»»-[±-7r-N/('-^)'-'] 



le signe ±: étant choisi de telle sorte que z — z^ soit positif dans le domaine considéré. 
Cette solution a été donnée par M. Voïterra (') qui s'en servi pour retrouver et étendre 
la formule de Parseval-Poisson. On vérifie aisément que la fonction ^{z — z^) se réduit 
à Tunité. 

La solution analogue pour le deuxième type ne parait pas avoir été jusqu*ici consi- 
dérée. Les recherches développées au chapitre suivant conduisent à adopter 



(10) 



[(z - z,)» - V»,]-* h {^- K [{z - xr.)« - V.]) 



où J< (u) dë»iga« «116 fohctioii de Beseel : 



2(* 



r(iH-KH-i)r(HL-H!) 

La fonction f devient : 



18. L'Exintenoe de la solution particulière pour les équations à ooeifioients 
variables. — Les solutions que nous venons d'indiquer sont valables dans tout l'es- 
pace ; elles se prêteront à la discussion complète des divers problèmes rattachés aux 
équations correspondantes. 

Dans le cas des équations à coefGcients variables^ on ne peut qu'établir l'existence 

des fonctions analogues et dans un domaine limité. Nous n'entreprendrons point ici la 

démonstration pour les équations linéaires les plus générales. Nous nous contenterons 

d'exposer pour un cas particulier, la méthode qui conduit au résultat. 
Nous nous restreindrons à l'équation : 

{^) Voir les mémoires cités. 
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Gomme précédemment, la surfiice k point singulier relative au point («,, y,, x,) se 
léduit au cÂne 

C, y,t — r,» = 0, (*'♦=* — «,.'»'. = « — a?„y'» = y— y,) 

r», = œ',* -+- y'.« 



Soient Gj le cône caractéristique issu du point M^ (x^y y^, z^) dont Téquation est 



c. 



( 



r, = jr. — 



^,» — IV = 
jr,â/, =07, —a?, y', 



yi— yA 



et MH', son axe« Il faut trouver une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes i 



Mi(x|y,^ 




Alo(XoOb.3to) 



Fig. 2 

i** pour tout domaine où elle est régulière 



AV 



cv*r=.. (av=s-s:-S) 



20 sur Ct 



V = 



3« Sur l'axe MM, 



lim r, V = 
pour lim r, = 



Iim ri -— 



= ? (^1 — ^) 
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ivaol la normale à l'axe M, M', qui coïncide dans ce cas avec 
D cylindre de révolulion autour de cel axe ; on remarque 



érée A ^ 1 . 



V. ^ (2',» - r'.)- log r, 

uriun. (Jle s'annule sur C| et le discontinuité relative k 
lure de celles qui sont précisées par la oonditiou (3). 



■, y, z) + (=',' - r»,r -' (Alog r, + B) 
2m (2 -I- 7«) 4- («7 - r-.) G (^, y, ^) 



existence d'une intégrale u de celle nouvelle équation, con- 

ùae comprenant le point M,. Nous recourrons pour cela à la 

is successives ('). 

loint intérieur à G,, dans la région inférieure par exemple, 

• correspondant. On obtient ainsi un domaine (D) intérieur 

tl (C,) les frontières qui le limitent. 

) successives, relatives au domaine (D) 



fy' 



frontière (C,). Noue obtiendrons ces fonctions en appli- 
lale où l'on prend pour intégrale parliculière 

' une intéffration par approximations juccessivei. Bul, Soc. Uath. 



Une difficulté »e présente i cause de la discoolinuité de/*, sur M, M',, mais elle n'en- 
Iratne aucune modiRcalion dans la formule. On aura, par exemple. 



: / a.(aî,.y,. ^)rfs= / V, 
Dériv( 

■X 

Ai 



où z' déai^oe rorjonnée du point M'g. Dérivons par rapport i 7g, il vient : 

— 2i.a, (j!,. ï„ I,) = ^-î- / V,f,{x.tj,t;x„y„t,)d^. 
ou bien, puisque V, s'annule eur (C,), 

".(»., y., ».) = - ^ / "if^.C^.ï. ';«,.!'..-,)*• 

et d'une manière générale 



(x, y, z ; a:,, y-, s,) dî. 

(n = 1, 2, ...ae) 
Formons la série 

w, + ("i - «,) + ... + (w, - w,- ,) -1- - 

et démontrons qu'elle converge uniformément. 

Les raisonnements ordinaires de la méthode des approximations successives s'ap- 
pliquent sans modiScations essentielles. On a, en effet : 






Recourons à une nolation déjà utiliséeet soit U le maximum du module de C {-v, y, z) 
dans (D), il vient 



'/^- 



ou bien encore. H, désignant une nouvelle constante, indépendante de n, 
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u, — «•) [M, (*, —*„)*]"-* 

; soit (3:^, y,, x^) daos ledotnaioe^D); il en e>l 
satisfaire à la coDditîoD. 

(',-'.)■<•• 

ealet représente une fonction u ix,y,z ; x„y,,x,) 

3)ques précautions à cause de ta disconlinuité des 

! par rapport à x^. Comme précédemment, nous 
iérie 

revient à mettre les dérivées 

bu, ûUj 

DS^' '" Ù3j' *■■ 

m de la méthode ordinaire de convergence. 









en représentant par — la normale dirigée vers 

VJ, (x, y, z) "' rf<r 
■> 
„ il vient 



, il vient 



et plus généralement 

ftw, 6«, • / *V, f> ,„ . . I / ^V, „ flj , 

En partant de celte expression, on parviendra par un raisonneinent analogue à celui 
que nous avons développé pour la fonction u, à établir la convergence de la série. 

On procéderait de même pour les autres dérivées. 

La fonction u {x, y, x : x„ y,, :,) étant continue, ainsi que ses dérivées premières, 
dans un domaine contenant le point M, satisfera sur l'axe M,M'i aus conditions 

i™.-, îï=o. 



La fonction 

(13) V = (;'.' - r.')" log r, -H « (^, y. z ; x„ y,, z,) 

répond ii toutes les conditions imposées. 
Au lieu de partir de la fonction 

V, = {z\* - r'O" log ,-,. 

nous aurions pu nous servir d'une forme plus générale et prendre 

V, = {=■.' - r.T [? (.-,1 1«« n + T (I-,)] 

f et V désignant des séries convergentes de la variable r, et ç (r,) ne s'annutant point 
pour r, ^ 0, 

I^es résultats auquels nous venons de parvenir sont en correspondance évidente avec 
les recherches relatives h la fonclion de Green et certains travaux de M. Picard sur les 
équations linéaires à caractéristiques imaginaires i"). 



II. — Les IVappes Caractéristiques 

19. Intégrale liée à une ligne extérieure en chacun de ses points au cAne 
caractéristique. — L'extension de la méthode de Riemann que nous venons de don- 

(•)Voir en partienliir. $ur F équilibre calorifique tCune turfao» fermée rayonnant au dehors. 
C. B.. t. CXXX, p. U69 (s4anc« du 19 juin 1900] et De rintégration de l'équation ^u = e- sur 
«ini turface fermée. (Bulletin des Scirnoes mathématiques 3° s., t. XXIV ; icptembrs 1000). 



De intégrale étendue à une ligne pas- 
ir et intérieure à cette surrace. Lorque 
intégrale analogue en recourant aux 

acontre la surface S sur laquelle on 
B conormale en deux points A et B et 
e au cône dont le sommet est en eha- 
leux nappes caractéristiques C, et C, 
(CJ, (C,) et (S) les portions des sur- 
ines (L, r,), (L, r,) et (r, r,). 

! D limité par les frontières (C,), (C*) 
le l'adjointe et pour U la solution de 
es de sa dérivée conormale sur S, on 



P„,UvlA,rfurf/, 4- 
P„,UvlA,rfMrf/, =0 



ices caractéristiques. Sur chacune 
e de lignes parallèles à AB et soit > 
ions par les indices 1 ou 2 les va- 
nme prise sur la surface C, ou bien 
îsfaire aux conditions suivantes : k 



p.,]= 



p..] = 
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Oa aura : 



(IV) 




*/(r,) J\\ •/(s) 



Il nous reste à démontrer l'existence d'une fonction satisfaisant aux conditions (15) 
et (15)\ Il nous suffira, pour cela, d'établir que ces conditions permettent de déter- 
miner les valeurs finies prises par Tintégrale considérée de G(V) sur les deux nappes 
caractéristiques qui se croisent sur AB» On sait (') en effet, que ces données déter* 
minent complètement l'intégrale et nous indiquerons plus loin comment on peut effec- 
tivement former la solution, dès que Ton connaît l'intégrale principale de Riemann. 

Sur la surface Cj, la condition (15) peut être considérée comme une équation diffé- 
rentielle définissant V^, En intégrant et en désignant par 0|(X) une fonction arbitraire 
du paramètre X, on a 

' v/A|A. 
On aura de même pour la condition (15)' 

V _ ?iW J"^^ 

•A,Aa 

Les fonctions «p seront assujeties à la condition que les valeurs de Vj et de V, soient 
égales sur la ligne AB. Ces valeurs sont d'ailleurs finies comme on le reconnaît aisé- 
ment en se reportant aux définitions de A, A et P» ainsi qu'aux hypothèses qui ont 
été faites. 

La formule (IV) est l'analogue pour la région extérieure au cône de la formule (III) 
qne nous avons utilisée au début de ce chapitre. Mais elle ne se prête plus à l'inversion. 
Pour obtenir une nouvelle solution, il faut recourir à un tout autre procédé, comme 
Ta montré M. Volterra (*). 

20. Cas d'une frontière formée exclusivement de Garactéristiquee. — Les 
formules (III) et (IV) appliquées à un domaine limité exclusivement par des caractéris- 
tiques conduisent à des relations remarquables. Divers cas sont à distinguer suivant la 

(<) Yoir le numéro 8. 

(^ Suite onde cilindriche net mejsi Uotropi {Alti délia reale Aeeademia dei Linoei^ série V, 
Tol. 1, p. 27). 



ft avoir un domaine limilé soit 
ice à point singulier et deux 
aractéristiques. 

deux surfaces à point singu' 
ias particulier au numéro IS. It 
dit. Au lieu de deux cAnes, on 
1 serjiit valables. Si l'on a en 
i passer par ce point une ligne 
lorte qu'une parallèle à oz sa- 
t restreint] et l'on déterminera 



mdilions (3), (i) et (5). Il est h 
à point singulier M, la dérivée 
Je l'intégrale sur cette surrace; 
'éristiques qui se croisent sur 

t M„, (fiff. 3;. 

appes caractéristiques peuvent 
(19). Supposons que la variété 
'x„, y,, sj. Désignons par V, et 
tonique. On peut appliquer la 
salislaisant aux conditions (3), 
ecluêes eu numéro (19) et en 
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affectant des indices 0, i et 2 les valeurs des fonctions sur la surface conique et sur les 
•aractérisliques Cp et C,, la relation fondamentale : 



/ 






•»)f (« — ^o¥' = 



(16) 



r A[v.(p..-?Aa^.)_2A/V.]A.rfX./. 



/uVA, 



A<>(^u 






- / UV(A,Ai H- A,A,)(iX. 



Cette formule permettra d'obtenir la fonction U au point Mo en reprenant les raison- 
nements du numéro 16. 

Mais en outre, si l'on remarque que le second membre ne dépend que des valeurs de 
l'intégrale sur les suifaces caractéristiques Cj et Cj, nous avons une nouvelle démons- 
tration du théorème suivant. 

Une intégrale (Tune équation aux dérivées partielles linéaires du second ordre 
est complètement déterminé par les valeurs qu^elle prend sur deux nappes caracté- 
ristiques qui se coupent (*). 

3^ On peut encore considérer un domaine limité par quatre nappes caractéristiques. 
Pour le déûnir avec précision, prenons deux lignes L et L' qui se coupent en deux 
points A et B et telles que par chacune d'elles on puisse faire passer deux nappes ca- 
ractéristiques. Ces surfaces se couperont suivant deux autres lignes qui passeront aussi 
en A et B. On détermine ainsi un domaine limité exclusivement par des nappes carac* 
téristiques. En étendant à ce domaine la formule (IV) et en introduisant sur toutes les 
frontières les variables bicaractéristiques, on obtiendra des relations relatives aux va- 
leurs prises par l'intégrale considérée sur les lignes L, L\ T et r'. 

Tous ces résultats sont des généralisations de ceux qui ont été signalés par M. Dinl 
dans ses belles recherches sur les méthodes de Green et de Riemann ('), 



<>) Voir Us nnmërot 8 et 19. 

(^) Sulle egueuioni e derivate parziali del 2^ ordine, (Rendico7iti délia Reale Aocademia dei 
Lineei, série V. vol. V et VI, 1896-1897. 



Ces équations sont identiques à leur adjointe. La méthode de Riemaou s'applique, 
comme nous le rerrons, à condition d'introduire la surface h point singulier 



«5 






On psI conduit à chercher des solutions qui s'annulenl sur (C) et qui en outre 
deviennent inGnies sur les variétés r := ou f = 0. La détermination de ces fonctions 
et l'inversion des intégrales que l'on obtient par leur intermédiaire constituent les deux 
principales difficultés du problème. 

Afin de ne point être arrêté par la suite dans l'exposé de la méthode, nous allons 
dans ce chapitre procéder à la recherche des inlégralrs dont nous aurons besoia et 
étudier leurs propriétés au point de vue de notre sujet. On sera ramené à la dis- 
cussion d'une équation aux dérivées partielles du second ordre À deux varinbles et du 
type hyperbolique qui se trouve avoir déjà une importance fondamentale en Physique 
mathématique. 

23. L'Eqaation gtoéraUsée d'Enleret Poisson. — Cherchons des intégrales par- 
ticulières de (A) qui ne dépendent de j; et y que par l'intermédiaire deretf. Pour 
cela substituons dans (A) la fonction f (r, (). 

On obtient parun calcul facile 

Nous emploirons celle équation le plus souvent sous cette forme. Mais par des chan- 
gements de fonctions et de variables on peut mettre en évidence son rapprochement 
avec des équations connues et en particulier avec la célèbre équation d'Euler et 
Poisson . 

Posons 

f = Xr, 

où 2 désigne une nouvelle fonction et déterminons X de telle sorte que les dérivées 
premières disparaissent. Il sufQra de prendre 

X = r ~r^ ( -T-' 
et l'on aura la nouvelle équation : 

(2, g_'l;-,,[ (?-'l(f-3) _(p-^^)_^^j^„ 



I en posant : 

. (ï^vP i" + »r + l'J - »• 

e on reconnaît une équation harmonique. Si l'on suppose K = on 
ion signalée déjà par H. Darboux et qui peut être considérée comme 
I de l'Equation d'Euler (*). 



avec fonctions arbltradTen. — Représentons par A (/>, f) <p le pre- 
'équatioQ (t) et soîl f une solution. On vérifie sans difficultés que 



- est solution de A (p + 2,g) <b 



',^l'esldeA(p.?-t-2.î. 

■e DfÇ l'opération - ^ , par Di l'opérationl - ■ ■ 1 et d'une façon géoé- 

'opéralion - — répétée a fois suivie de l'opération j — répétée fl fois. 

itégrale de A (p,q)<» = 0, D^,^^ a sera solution de l'équation 
P) f ^ 0. Cette propriété est évidemment indépendante de 1« nature 

ibies sont des entiers positifs, comme cela a lieu pour les équations 
on devra dislinguer la parité et suivant les valeurs depou q, on 
^grales en partant de solutÎL'ns particulières de l'une des quatre 



^ + K?. (/' = V -* 3, \ç=2i^'+- 3) 

ÏÎH-*2 + K?. {p = 2p- + 2. î = 29'-h3); 

,7Î-îg + K¥, (p = 2p' + 3. ? = 23' + 2) 

toriV finirait det iurfaee.', l. Il, p. 150 *t p. 812. 
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Celle simple remarque nous permettra d'obtenir les intégrales avec deux fooctions 
arbitraires, lorque K sera nul, en partant des solutions connues de l'équation d'Euler. 
Examinons chaque cas en particulier. 

i^ p et q sont impairs : On a Péquation de^ cordes vibrantes 

ht* bt*~ 

dont rintégrale générale est de la forme : 

F (r -h -+- G (r — t). 
L'intégrale cherchée sera donc 

(3) ♦ = D^; + J + '' [F(r + + G(r-<)]. 

et soas forme développée. 

(3)' \ , 

-t- A.F' H- Bp- + ,• G(p' + «' + *> -h B;,' + ,'_i G<*' + «' + l)-i-... -i-B,G') 

en désignant par A et B des polynômes homogènes en r et ( dont le degré est marqué 
par l'indice. 

Si l'un des nombres p' ou g' était égal à un le résultat se simpliGerait et l'on aurait, 
en supposant F(r+ (] identiquement nulle, la formule suivante utilisée par M. Volterra 
dans ses recherches sur le principe d'Huygens (*) : 

l * = _-2F+T [A,, G<î'' + *) (r - + Aj,,_i Gi''(r- <) + ... -+- A,G'(r- <], 
(3)' '! 

m 

En parlicularisant les fonctions F et G nous obtiendrons des solutions répondant aux 
conditions qui nous seront imposées par la méthode de Riemann. Il nous sufGra de 

prendre dans la formule (3/ G' = (r — iy'-^9 + » avec F = ; dans (3/ on choisira . 
2** p est pair et q impair. L'équation 






(1) Voir Volterra, Rendic. aco. Lincei, 5* série, t. I, p. 167. 
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nouTelles variables 
0!== t — r, y^t- 



iîi 2_.»j^._l_a=o 

génirale peut se mettre sous la forme (') 



F'[H-rl2.-l)]log[.(l_.)2r]- 






en( des fonclioDS arbifratres. L'intégrale cherchée sera 

', esl de la forme 

Pi + 0, log r. 

a encore la même forme après l'applicalion du symbole opératoire 
'on aura dans ce cas : 

♦ = P -t- Q log r, 

"£ "*'•"— *;^rffeT,'<:.^'" ♦['+'•(2—1)]. 

+ log 2» (1 - .). i{t + r(a. - D] j 
p)« DAkBODi, Tknrie rf« lurfaeeM, l. H. p, «f. 



— fil- 
on aurait un résultat en tout semblable correspondant au cas où 9 serait pair et 
p impair. 
3* Lorsque p et q sont tous les deux pairs, on effectuera le changement de variables 

(r H- <)• (r — 0* 

Ce qui ramènera l'équation A(2,2) à la forme d'Euler 

1 1 

i!i Ë_ *ï ^. _J_ ?î = 

ôwôt? u — t? bw u — r ôw 

Les solutions se déduiront de l'intégrale générale de cette dernière équation comme 
précédemment. En revenant au anciennes variables, on peut l'écrire : 



I 






^ / » [t^^*^] ^ ., , ., (, ^ „. _^^. 



On aura en appliquant le symbole D^,"*". ^ : 
C^) V = R -f. s. log (r H- 0, 

R et S ayant des significations analogues à celles de P et Q. 

24. Les flolntloiift homogènes. *— Parmi les solutions particulières de Téqi^a- 
tion (f) celles qui sont homogènes ont un intérêt spécial pour la suite. Rempla- 
çons (p(r, t) par la valeur r« <"/( j) et posons ^ = w. Il vient en multipliant par r« : 

^g^ ( ti«(l~u*)0-t-[2m-hp-i-t-(2n + g-3K>g + 

\ -+- [m(m 4- ^ — 2) — n(n -h g — 2)u»]/'= 0. 

Cette équation se ramène à celle des fonctions hypergéométriques par le changement 
de variable et de fonction 

(9) 



X = U". <f = xîf{\/x); 



>?+[*( 2-^ — rr - 

_ m + n wt + n H- ? — 2 ^ 

par la notalion abrégée 

m + n m + tn-a — 2p„\ „ 
—^-•~ -i ^ .^.aîj? = 0. 

de celte équation, la aolution correspondante de l'équation (1) 

r»r(J)"'"F(«*) = r + ~F(«»), 

■viendront partout que dans la somme m-^n, nous ne nuirons 
solution en posant 

es de la forme 

jlconque de l'équation des foocliiins hypergéo métriques : 

lous ferons usage presque continuellement de la suivante 
t+J + 1 _ , p^l+^ 1 + 5 £+j _^ ^ , _ ^j 

ïtiou habituelle 

,.) = ,+-J„H--4+l)ELtl) „. + ... 
' f i.a.Th+i) 

luit à l'unité et l'intégrale s'annule si 
E4J + X-1>0. 
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Pour ^ = elle se comportera comme 

Or on a 






le coefficient de x 2 sera donc fini si 

p — 2>0, £jJJ'h-X>0, X4-p-h7 — 2>0, ^-+-P>0. 

Si ces conditions sont remplies, l'intégrale se comportera pour œ = comme co JT" 
el par suite la solution cherchée comme 

8-p X+/I-2 
►A «. — a— * 



r X""F" = 



rP 



-2 



Examinons maintenant le cas de p = 2 et faisons usage des notations habituelles 
dans la théorie des fonctions hypergéométriques. Nous chercherons à exprimer l'inté- 
grale 

(1 _ j,)ï - « - ? F(y - a, T - P» Y - « ~ P ^- « , i - ^) 
à l'aide des deux autres 

a?4 - T F(a -+- i — Y. P -+- * — Y» 2 — Y» ^) 
et 

F(«, P, T» ^)- 

Lorsque y lend vers 1, ces deux intégrales deviennent identiques. Mais la première 
peut être remplacée par 

F,(a, P,l,x)-*-F(«, P, i,a:)loga7, 
F| étant un polynôme en x. Pour cela nous transformerons la relation 

(1 _ aî)r - « - P F(y - «, Y - P» T - « - P + «. * - ^) = 

-F(« B Y r(Y-l-«-P)r(i-Y) , 
— ^ ^*' P' ^' ^^ r(l -flt)r(i — P) ^ 

^.,i--TF(.^!-Y,P-^i-Y,2-Y,-)'^^^^=(^^ 



-T. P + l -ï. 2-Y.'»)= Ti+f-(l--r) 
») ; » = F.C-. P, Y. ») -1- F(., P. Y, I) log I 

1 1. Od obtient ainsi 



■-'Fil 


— 


>, 1 


-P,2 


— - 


-p,l-») = 




.)r(l- 


T) 


[ar'H) - 




5^'-^ 


^ 




?, 


i.< 


jlogx 




■(-.-B) 






■■(1 


-•)r(l-j) 




a — 




+ 


î-2 




-P_i. 





^±5 , 9^ 2^ +g-^ 



0, X-i-ç>0, 2X-t.y_2>0, 

tns bien dËterminé et le deuxième membre sera de la forme 



aent pas inlinîii lorsque x s'annule, 
ision se comportera comme 



K^ 



int obtenu les deux inté 
quer le rôle spécial que 



enl obtenu les deux intégrales suivantes que nous désigne- 
liquer le rôle spécial que joue le nombre ;> 
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on suppose toujours 






(II) 



+ X-4-l>0, l-hp + q — 2>0, X-i-p>0. p — 2>0; 

I 



avec 



= <^ [P(ir) loga?-h Q(.r)] 



('=?) 



X-+2>0, X-t-y>0, 2X-t-y — 2>0; 



P(«) = - 






\ 2' 



X -i- q 
'2 



— 2 



. 1. iCj 



Q{x) = 



( 



2X -+-^ — 2 



) .. 



2\ 7X-f-7\ n 2' 2 ' '-^Z X 



' (4--) 'f -:-') 



-<..-,^..) 



et-') .(^^ 



(2i.±|,_-:L.2) 



H"') '■ (^-î-') 



p,(-^.- 



X-hç — 2 



, i, a? Y 



25. Solutions logarithmiques. — La forme des solu lions générales, lorsque les 
nombres p et q ne sont pas tous 1rs deux impairs, suggère la recherche d'autres solu- 
tions élroitement liées aux solutions homogènes. 

Considérons en premier lieu les solutions de la forme : 



r«e»[/(0 -h g['-) log r + hÇ) log ^j. 



En remplaçant dans l'équation (1) et en efîecluant le changement de variables et de 
fonctions : 



xj fd/x) = <p (x) , xJ g{\^i) = X (x), xJ A(/x) = V{x), 



9 



ne présente aucune difliculté : 



i|--^l,.)x=o, 


m + » = l, 


-i-?-2 p „\,. n 




2 ■i'"}'' ». 




^^I^^i-V- 




a_.r,. , . ,_ ,. 


->», . ,-dir 



it des inlégrales de l'équation de Gauss;ifs'ea déduira 
loin, dans l'étude de cette intégrale, à l'aide de deux qua- 

^l-jet par suite X (u) soit identiquement nulle etcher- 

fre infinie pour »• =: et nulle pour x=\. 
ntégrale déjà menlionnée : 

lation. 

-?,|,«),-4(,-2)T + 4.S]=0. 

■e de l'équation sans second membre nous prendrons l'ex- 
I emploierons la métbode de la variation des constantes 
grale de l'équation avec second membre. 

traire de ne et si nous substituons dans l'équation précé- 
= n, 
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Nous obtenons une nouvelle équation avec second membre^ mais du premier ordre 
en ^. L'Intégrale de l'équation sans second membre sera : 

En intégrant et désignant par k une constante, il vient : 

Faisons varier la constante k et substituons l'expression précédente dans l'équation 
à intégrer, on a : 

rf^ (1 — x) "r + ^ - * g— g— _q_—2 dW 

dx' ^- — '4 "^^c^j;' 

ou bien 

et, par suite, en intégrant et remplaçant dans l'expression de -^ 

(te ~ V* ~ / T+m — : '"^^ ''^• 

»/« 4(1 — ar)—?- + '' - ^ 
et finalemenl 



/ c/a 4(1 _ A') -Y 



Etudions ç au voisinage des points a? = 1 et a? = 0. 

i* a? = I. Développons en série suivant les puissances de (1 — x). On a : 

P--2 



(, _ ,)^' + X 



_ 1 \ 2 ' 2 ' ^ H X, 1 — a:j. 



r 



^'-^'•'.i^^i^-p.. 



tisinag» de ^ := 1 comme 

icient difTérentiel dans / se comportera comme 

comportera finalement comme 

(1 — .v)~i- + ^ - * log{| — a-)" ; 
œ= 1. 
verrait de mfme i|ue l'expression i se comportera comme 

œ^ 2. 
irenliel de I se comportera dooc comme 

ssion enlière comme 

jnant le cas où p ^ 2. Nous prendrons pour "P la solution 

nuiera encoie bu point a; = 1. 

comporte comme P(a') + Q(x) L(.v) où P (x) et Q (ic) ne devien- 
sfine .V s'annule. 
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Quant au coefficient différentiel dans l'intégrale 




\ -}- A — — 1 



4{1 — x; 2 

il se comportera comme {Lx)\ Après intégration, cette expression sera de l'ordre de 

Par suite le coefficient différentiel sous le signe T sera holomorphe pour x = Q. 

o J/!"!*"^"* ''°° ^f ''"*' pour a: =: la fonction ç> se comportera comme x^- yx), 
cesl^-dire comme xLx. Quant aux constantes . et p on prendra p égales à 2én) et l'on 

choisira a de façon à faire disparaître la constante qui s'introduit dans l'intégrale £' 

soif aut"'!;^' "*'?;r' ^^\^T ^'■""P'^ d'im'g'-alos particulières quicorresponde'nt 

T.ZT^'l " "1 .T* •"' •^'"'^' *"•■' ''" ' »=' «" ^ ^«' '^'^^ ^ «l- '• Nous Us dési- 
gnerons par la noial.on W , ou VV»p pour rappeler le rôle particulier du nombre p 

I Wp = Vplog<-t-Vp.G(a?). 



••'0 a-i >.v> i _ / I 



p-2 I 

x2~ dx dx. 



m 



' \~2~'~2''~~2 hX, 1— ajj, 

- = ?, ^J-? + X-i>0. 

P— 2>0, p-HÀ>0, X+îJ+î-2>0. . 

^'^ W^* = V^:. log ( + V^» C,(.r). 

Cj,(a?) s'obtient en faisant dans C{.v) 

a.= L, 2X-4-y_2>0, X + 2>0, X + y > 0. 

Lorsque les nombres;, et <7 sont simultanément égaux à deux. la solution est par 
liculièrement simple. On a, en effet, pour ce cas : 

(IV)' V = log (0 log . ;: + / ' ^« log (1 _ „.) 



r n du. 



lièroB pour das valanrs d« K différentes de zéro. — 

cas ou K n'est pas nul et chercbonB des solutions de la forme 

\âi'* fti' r w ( U/' 

*(+2(p + ç)^-K/]ï = 0. 

lion en prenant pour 9 une fonction homogèue en t et l'on 
ralité, la supposer de degré zéro. Les deux premiers termes 
de choisir / de telle sorle que 

par les fonclions de Bessel (') ; la solution générale est 

a— 2 parY P + q — i lorsque l'indice sera en entier négatif, 
leront de même parité. On a, pardérmilion, 

- ,-.>.(!)"-' 

(1=0 

User Y„. L'intégrale cherchée s'obliendra en multipliant le 
mction F ( 1^ 1 , en désignant comme à l'ordinaire par F (j:) 
s l'équation deGauss : 

, t. 111, p. i38. £• édition. 
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Cherchons maintenant des solutions de la forme ( 4> (r, t) où nous ferons ensuite 



*(»-.<) = ?(r) /(»•*-'•). 



On trouve pour * l'équation 

A* 

qui devient en remplaçant * par <p (u) /*(t?), (u = -, t? = r* — <•) 

Lôr» ô<» ^ r ôr / ô< t» ^J ' ^ au \ br t>t j 

Nous prendrons pour ^ une solution homogène de degré zéro de façon à annuler 
r -^ + < ^ et nous l'assujétirons à satisfaire à Téqualion 

En posant, comme nous l'avons déjà fait, 



a? = m" 



on aura 



®\"2' 1 .|.a:j^ = 



et l'on pourra prendre 



Quant à /"on choisira comme précédemment une intégrale de l'équation 

*r 0+ 2(1) + g H- 2>) ^- K/'= 0. 

Représentons par f {v) = f{r^ — <*) l'intégrale holomorphe pour w = 0, on aura 



A».i V + KV = 






ire ussgft. Elle se comporle sur le cône (C) el sur la variélé r = 
^ludiées an numéro 2"i. 

li la dernière intégrale que nous udliserons dans ce travail. Elle 
it V par sa valeur : 

, W^rgi)^*!-^ + ' - ' JIL+J + X _ , W^^Ki), 

aie (I) du numéro 34, et l'on a comme d'ordinaire 



>0, p — 2>0, p + X>0, l + p + g-— 2>0. 



CHAPITRE IV 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS 

DU SECOND ORDRE 



1. — Intégration de Téquation A^'^U = 

27. Définitions. Extension de la formule de Oreen. — Dans ce chapîire, 
comme dans celui qui précède, nous aurons constamment à distinguer les variables qui 
définissent la position d'un point dans un espace en deux catégories jouissant de pro- 
priétés absolument distinctes. Supposons que Ton ait h considérer p variables de la 
.premièfe catégorie et q de la seconde, nous sommes convenus de les désigner respecti- 
vement par les notations 

(a?,), t = i, 2, ..., p et {yj)fj= i, 2, ..., q. 

nous supprimerons même les indices chaque fois qu'il n'y aura pas d'ambiguité. 

La distinction des variables en semblables catégories s'impose dans les questions de 
mathématiques appliquées. C*est ainsi qu'en mécanique on doit faire jouer un rôle 
spécial aux trois coordonnées espaces et à la coordonnée temps.^En physique mathéma- 
tique il y a même trois catégories à considérer ; les coordonnées espaces, la coordon- 
née temps et la coordonnée température. En multipliant le nombre des dimensions de 
chacune de ces coordonnées, les problèmes de la nature conduisent à des extensions 
analytiques curieuses. 

Nous appellerons encore surface tout ensemble de points dont les coordonnées 
dépendent de p + ^ — i paramètres arbitraires. Une seule relation entre les coordon- 
nées de ces points définira en général une semblable multiplicité. 

Mais au point de vue des variables réelles, où nous nous plaçons exclusivement, il y 
aura exception chaque fois que la relation pourra se décomposer en une somuic do 
carrés de mêmes signes. Considérons par exemple l'équation qui reviendra souvent 

P 
r^ — 0, c. à. d, ^ (a^i — a;,^)» = ; 

10 



elle équivaut éviJemnienl à 

«,- V=0, (» = l,2...,p) 

et par suile ne représente dans un espace E,^. , {x, y) qu'une rarîélé k q dimensions. 

D'une manière générale, si la relation se décompose en h carrés de méones signes, 
elle délinira une variété hp -¥ q — h dimensions. 

Comme dans l'espace à trois dimensions, une surface / {x, y) = divisera l'espace 
enrôlons pour lesquelles /(x, y) conservera un signe constant. Nous appellerons 
domaine toute variété ^p -¥ q dimensions définies par un certain nombre d'inégalités 
de la forme 

A('.3')>0. •■ = (). 2 A). 

Un domaine sera borné par une frontih-e formée de la variété ponctuelle définie par 
les relations de la forme 

r, > 0, .... A_, > 0, A'+ , > /i > 0; 

/•v = (A' = 1,2 A). 

Soient M, (ar*, ;/') un point Gneet H {x, y) un point quelconque. Nous appellerons 
ditlance de ces deux points la racine carrée de l'expression 

P ? 

rf" = 2 i.^i - «.')' -f 2 <w - ^^y- 

Le domaine sera limité si cette expression reste finie pour tous les points du domaine. 
Nous appellerons frontière fermée la frontière complète d'un domaine fini. 

Parmi les frontières fermées, îl y en a qui sont les analogues de la sphère ou de 
l'ellipsoTde dans l'espace à trois dimensions. Appelons droite la variété définie par les n 
relations 

a;i = aci* 4- o*p, (i = l, 2, ...,p),\ 

yj = y/- -t- b,?, (f=l,2, ...,g) 

{^°i y*) Bont les coordonnées d'un point fixe, p est un paramètre et (a, b) sont des 
constantes appelés coefficients directeurs de la droite. Ces frontières jouiront de la pro- 
priétéde n'être rencontrées par une droite qu'en deux points réels, distincts ou con- 
fondus. 

Nous considérerons toujours dans la suite de semblables frontières et, pour simplifier 
les écritures, nous admettrons qu'elles sont définies par une seule relation S [x, y) = 0. 
C'est ce que nous entendrons par la désignation de surface fermée. 

Soil f{x, ^} = l'équation d'une surface quelconque et considérons les expressions 

'1 ^ 

^Ji&y^im' -v/i(i.)--i(^y 
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comme les cosîdus directeurs d'une droite attachée au point (a?, y) de la surface. 

Si Ton prend le même signe devant chacun des radicaux on obtiendra la normale. 
Supposons que/ (^, y) fasse partie de la frontière d'un domaine, nous conviendrons de 
choisir le signe de telle sorte que la direction soit intérieure au domaine. Nous repré- 
senterons par y~, ^*) les cosinus directeurs ainsi déûnis. 

Associons maintenant les signes contraires et considérons en particulier la direction 
dont les cosinus sont donnés par 



fta?i bXi 

(1) • '^' ~ "^^ 

^v* ^ _ m^ 



nous conviendrons de l'appeler conormale. Elle jouit des propriétés reconnues à celte 
direction au numéro 13. Nous appellerons dérivée conortnale Texpression 

p 
ôH w-, ôH ôar, 



(2) 



ôxi ôv "^ ^ iy ôv ^ ÎU7,- on 2Là ^Vj ïn ' 



Nous pouvons maintenant étendre la formule deGreen. Désignons par D un domaine 
fini àp + q dimensions limité par la frontière F. Soient rft^ 4. , Télément infinitésimal 
de D, rfffp-f y_ j l'élément de frontière et représentons par U et V deux fonctions inlc- 
grables ainsi que leurs dérivées premières et secondes dans le domaine D et sur sa 
frontière. En intégrant par partie comme au numéro 13 et en faisant usage des nota- 
tions définies, on aura 

/ ( VA^U - UA^ïV) rf^, 4- « -+- / ( V ~ - U ~) 



r~-)dffp4.,-i =0 



(0 



t = i ; = 1 



Supposons que U soit une intégrale de Téquation 

A'^îU = U{x, y) 

où H(j?, y) désigne une fonction connue et intégrable, et prenons pour V une intégrale 
particulière de l'équation A''^ V = 0, on aura 

(ly / VH(a.,y)d.,^.,+ r(v^i-U*^)'f,, + ,_, = 0. 

«y F 



line dis[>aralt complètement si U est elle-même une i»iégra\ad» 
mplement 



/(' 



) de Rlemamn-Volterra. — Nous nous proposons d'&ppliqoerles 

. k la résolution du problème suivant : 

ine surface fermée S(-t, y)^0 les valeurs V et — prises par une 

'e conormale. Trouver, pour tout point intérieur à la surface, 

grale de l'équalion^i^V ^=0 définie par ces conditions. 

Ions appliquer la formule (1/ & des damaiaes particuliers qu'il 

lèfinir. 

point inlérieur au domaine D limité par la surface fermée S. He- 

|ue défînie par l'équation 

P g 

int singulier. Si aucun des nombres ;q ou ^ n'es( égal à un, elle 
ace deux régions linéairement connexes (numéro 10), L'une con- 
I, nous la désignerons par (P) ; l'aolre contient la variM f = 0, et 
18 par (Û). 
le un domaine délîni par les inégalités 

S («. y) > 0. !•• — i» < ; 

ormée de deux parties 

S (w, y) = 0, r' — (• < ; 
r* — (' = 0, S (x, y) > 0. 

line (Q) sera donné par les inégalités 

S (aï, y) > 0, r» - (• > 

1 S{<c,y) = 0, r» — (•>0; 
(r'-('=0. S(aj,y)>0. 
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D&aê le pUn Or/, menons la première bissectrice OC et une ligne telle que ACB len- 
eonlrant les parties positives des axes en A et B. Les triangles mixtilignes OCA et 
OCB figureront les régions (P) et (Q) ; les lignes OG, GA et CB représenteront les fron- 
tières. 

Si Ton avait, par exemple q=slf la région (P) se dédoublerait et devrait être 
remplacée par deux autres figurées par les triangles OCA et OCA' ; la région (Q) serait 
figurée par Taire COC. 

Nous pouvons appliquer la formule (I)' à Tune ou l'autre des régions obtenues. Le 




Fîg. 4 

I — 

problème est donc double. H se complique encore par la parité des nombres p et q. 
Quatre cas sont à considérer : 

i^ p impair et q impair, 
2° p impair et q pair, 
3^ p pair et q impair, 
4* p pair et q pair. 

Comme la marche générale reste la même, il nous suffira d'approfondir Tun des cas, 
le premier par exemple dont les solutions s'expriment le plus simplement. De plus, 
j>our éviter toute difficulté secondaire, nous supposerons qu'aucun des nombres p ou 
q n'est égal à deux, sauf à nous débarrasser de cette restriction. 

Nous ne reviendrons point 8ur le cas où l'un des nombres p ou g serait égal à un, la 
^piestiott ayant été résolue par MM. Volterra et Tedone (*). 



(1) Voir les mémoiret oitës dans l'Introduction. 



î9. Application de la formula (I)' à la région (P). — Prenons comme valeur 
liculiére de V l'intégrale (1) du numéro 24 

p — 2>0, jî + >>0, X + p + î— 2>0. 

étie foncUoD satisfait à l'équation ^f-^V = 0; elle s'annule sur le c6ne (C) c'est-à- 
) pour X = 1 mais devient infinie sur la variété k q dimensions r = 0. Soit R celte 
iété, nous l'isolerons par le cylindre 



désignons par (F^), (C) ce qu'il reste des fronliëres (F^) et (C) quand on enlève les 
its intérieurs au cylindre (R). 

appliquons maintenant la formule (I)' en prenant comme domaine la région (P) 
) l'on e enlevé les points inférieurs au cylindre, on aura 

r(v.^-i''-&)^-,..-.=o- 

*^W + Cc)+(i>) 

ludions successivement les valeurs de chacune des trois intégrales lorsque le rayon 

R) tend vers zéro. 

'intégrale étendue à (C) est identiquement nulle. En effet', Vt> s'annule sur C. D'au- 



> (C) et par suite est aussi nulle, puisque Vp est constamment nulle sur cette eur- 

ur la frontière (Fp), la fonction Vp est discontinue en tous les points de la variété 

r = 0, S(a:, y) = 0. 

3tte variété est à ; — t dimensions, car r = équivaut à p relations ; dans le 
np (F^), elle se trouve isolée par la variété 

r-. = 0, S(ir, y) = 0. 

DUS aurons démontré que l'intégrale étendue à (F^) tend vers une limit« bien déter- 
lée, ei nous montrons que l'intégrale étendue à la variété définie pat les relations 

r» — I* < 0, V — i < 0, S {aï, y) = 0, 
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tend vers zéro avec s. Or cela résulte de ce que Tinlégrale 




dtXp 4. ,_ ^ 



étendue à cette variété est de Tordre de e'', tandis que les fonctions Vp et --^ 89nt au plus 
de Tordre ^"^ quand e tend vers zéro, comme nous le montrerons. Par suite on aura 



lim. 1=1 



lim. 1=1 pour lira, e = 0. 

.) 

H reste Tin tégrale étendue à (R). Sur cette surface, Télément infinitésimal peut s9 
mettre sous la forme 

en représentant par d^aJ,^^ Télément infinitésimal de la sphère de rayon un dans Tes- 
pace à p dimension et par dx^ Télément infinitésimal de l'espace E^ (yj, y,, ..., pq). 

Calculons —-^ on a sur le cylindre 

ôy by ^ ôx ôj; îwt 

iv in • Sv Si ôV • 

et par suite 

P 

ôVp V ^Vp ôa?£ ôVp 



'^ dVp liXi ôVP 

^ bxi br ôr ' 



5v ^^ bXi 



Substituons dans Tintégrale étendue à (R), on devra trouver la limite de 




(-'-'v-)^-(—'^') "]""'-*' 



lorsque r tend vers zéro. Formons — - ; on aura 



^ 

^v 



. 2 [(1 _ 0») g - (€-f2 + X _ 1) f] »^-P (^+P-* (1 - «r)^+'^-*. 



ressioD et de la valeur de Vp il résulte que l'on eure : 
-' V, = 0, 

-.'^• = (2-p)F('4l^,»-fî,!4liH-X,l),^+i-«, 



ir iip Ib surface de la sphère de rayon un, c'est-i-dire la valeur de l'in- 
h celle sphère 



"'-^"-4, 



lée sera 



alement, en posant 
B. = û,(2-riF(?4^, î^,t+i + l,l), 






d'inversion- — La formule à laquelle nous venons de parvenir est 
formule (3) du Chapilrc II. Nous sommes conduits de même à efTec- 
de rette intégrale. Indépendamment de la méthode que nous arons 
^courant, d'après M. Leroux, & le féconde méthode des approximalions 
i. Picard, M, Vollerra s'est servi, pour obtenir la fonction dans la 
e au cAne, d'une méthode toute dilTéreate. Mais. ni l'une ni l'autre ne 
3t le problème apparaît comme très différent. 

ue nous allons faire connaître résulte des propriétés d'une relation 
isson. Malgré les importantes recberclies dont elle a fait l'objet spécia- 
t de M. Léo Kcpnigsberger ('), il ne semble point qu'on l'ait appliquée 
èmatique à des problèmes d'inversion comme ceux que nous allons 
lant. Le succès de cette méthode repose sur les remarques très simples 

r h {y) une fonction des variables (y,, y,, ..., y,) et par H (y*) une 

lAw der Kceniglivh Preuttiohtn Ahaiemie der WUtenehAften tu Bfriin, p. 
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autre fonction de ces mêmes variables. S! Dq désigne un domaine à q dimensions dans 
l'espace E, (y) y nims supposerons que 1 on a 

(4) H(y«)=r^rfv t = \ '^(y,-t/»iy\ 

Soit \qf\e symbole de Laplace étendu k un espace à q dimensions relatif aux varia- 
bles (y*) : 

On sait que, dans le cas de trois variables (*), si l'on applique le symbole correspon» 
dant aux deux membres de la relation 

/ v' (y. - y^i)' -*- (y. - y\y -^ (vz - y\)' 

on a 

V, H (y*) = - 4 it;^ (y»), 

si le point (y^^ y%» y%) ^t intérieur au domaine ; on aurait au contraire Vs H = 0, si 
le point était extérieur. 

Il n'y a presque rien à changer à la démonstration analytique de ees résultats pour 
prouver que le symbole v^ appliqué aux deux membres de (4) donne les relations géné- 
ralisées 

(5) V,H(y») = -(g-2)û,A(y'>). Û, = 2 ' 



ic» 



il) 



ou 

A, H (y«) = 0, 



suivant que le point (y*) est intérieur ou extérieur au domaine D^. 
Ce point établi, appliquons le symbole jjq à la fonction 



■'('^vâ'"'""'} 



on trouve par un calcul aisé 

V, t« = m (m H- î' — 2) <«— * 

(t) Voir la démonitration donnée par M. Picard, Traité d'Analyse, t. I, par 168, 1^® édition. 

11 



.r ^^t^ le symbole v, appliqué [i fois, on trouvera 

m — 2)...(m — 2ii-h2){q — 2 + m){q — 2-i-m— 2)... 
X (? — 2 -h m — 2[i -t- 2) («-'f'. 

l'oD peut disposer de m de telle sorleque 

m~2^ = 2 — q, h= ■ ' ^ • 

m + 9 — 2 
V, f (" = A (m) t* -», 

M — 2) ... (4 — ç). (y — 2 + m) (e — 2 + m — 2} ... 4. 2. 

en soil aÏDsi, deux cooditious doivent être remplies. Tout d'abord m 
i eutier pair et posilif, car alors l'applicalioa répétée da symbole Tt 
rzéro. On a en eRst. 

V," l*" = const. 

autre dérivation conduira à une valeur nulle. En second lieu il faut 



tier positif. Cela esige que m -i- q — 2 soit un nombre positif pair, 
le ces remarques fondanuen laies et rapprochons les équations (3) et 
nduits & appliquer aux deux membres de (3) le symbole V*^^* ^ ^'^ 
:r celte identité à la forme (4). S'il en est ainsi, le problème sera 
velle application du symbole y,. 
jgure au premier membre de (3) est étendue à la variété It définie 

r = 0. S (ar. y) > 

-a,,»^© (j = l,2, ...,p), SKy)>0. 

champ d'intégration est indépendante de {tfj") ; nous pourrons diffé- 
i par rapport à ces quantités considérées comme des paramètres 

! même, en général, du second membre, car la frontière (F,) dépend 
innées do point (^, /). 
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Appliquons donc le symbole ^^^ au coefficient différentiel du premier membre de 
(3)» Le facteur <^ "^ ^ ^ ^ est le seul qui dépende de (y^). Posons 

m = X -HP — 2, 

on sera ramené à la forme (4), si Ton peut trouver le nombre u tel que Ton ait 

m -4- ^"-2 X -^p -h g — 4 

I* 2 "" 2 

NoiM supposons p et q tous les deux impairs. Dansées conditions il faudra prendre 
pour X un nombre pair lel que 

X-hj>-+-3 — 4>0. 

D'ailleurs, dans ce cas« m = X + p — 2 sera un nombre impair. Les deux conditions 
exigées par l'inversion «eronl donc remplies. Si en outre les conditions relatives à Vp 
sont aussi remplies pour la valeur cboisie de X, ce qu'il est évidemment possible de 
supposer d'une infinité de manières, on aura 

RoA(X^p— 2) / -1_^^ c?-c, = V, 2^ / (Vp^ — U— jrfa, + ,^4. 

Appliquons encore une fois le symbole Xq ^t tenons compte de (5), on aura finalement 



(A) P,. U (x„ y.) = V.^'^^'a' / ( V« "" - U :^ )d^, + ,.„ 






P, = (p- 2)(?- 2) A(X + p -2) û,Û,f(^:-?. ^-^ £+5+X,l.) 
Le nombre X est pair et satisfait aux conditions 

£j|l2 -^x — 1>0, X-Hj,H-g_2>0, p-f.X>0. 

Tout ce que nous venons de dire sur la région (P) s'applique mutatis mutandis h la 
région (Q), 

Nous ferons choix de la solution particulière 





— 
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•as I& variété 




' 


( = 0, 


S te, ,) > 
-, = 


relation 








A-'^- 


<:)--..-.= 


* 


•xi;)+«+(c) 




i la limite 


lorsque n leni] 


vers léro, donnera 



T. = c, (2 - ,) F iii, î^, 'iii + >, l). 
ir Vp^le symbole 

ymbola répété ix fois. Les raisonnemenls que nous avons faits sur y, 
ns modiGcalion, à condition de changer (y^ en (af), et l'on aura la 
ule ; 

Q. u, ..„.) = ., ^-±n^' /"(v, ^-u'i) ..,..., 

0, = _ T„ (p - 2) B (X + ? — 2) Û, 
,(y_2)B(X + î-2)û,ù,F(^-^?. ^^.^ï + l,l) 
m (m — 2) ... (4 — p) (;. — 2 -t- m) 0» — 2 + m — 2) . . 4. 2. 
devra être pair et satisfaire aux conditions suivantes 

? + X_l>0, l-i-/n-ç — 2>0, s'-+->>0. 

[on d'an problème d'invorslon. — L'inversion de l'intégrale (3) par 
ibole V nous suggère le problème suivant. 
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On donne la relation 




(7) / G (0 A (y) rf-, = H (y»), t = . / Z(yj- yj'Y 



/?.""- 



dans laquelle le premiet^ membre représente une intégrale étendue à un domaine à q 
dimensions indépendant des variables (y^), G et H des fonctions déterminées et h une 
fonction inconnue , qu* il s'agît d'obtenir par iîivet^sion. Trouver toutes les formes de 
la fonction G (t) qui permettront di'effectuer Vinversion par ^application d'un nombre 
fini de sytnboles y, . 

Si Ton interprèle h {y) comme une densité, G (t) comme une loi d'altraction newlo- 
nienne dans l'espace à q dimensions, H (j^) sera le potentiel en (t/) provenant de l'ac- 
tion des masses du domaine R. L'inversion de l'intégrale revient donc à trouver la 
distribution des masses (|uand on connaît la loi d'attraction et la valeur du |)otentiel en 
chaque point. 

Il est tout d'abord facile de voir que ce problème n'est pas toujours possible» si l'on 
se donne arbitrairement la loi d'attraclioa et le potentiel. Dans le cas de ^ = 3, par 

exemple, la formule de Poisson résout le problème lorsque (i {t)= t • Mais si l'on a 

G (/) = P {t^), P désignant un polynôme, le problème est impossible ou indéterminé. 
Considérons, par exemple^ le cas où 



G (0 = t^ = (y. - y,oy -t- (y. - y.»)« + (y, - y,")* 



et soit 




[(yi - yi')' -H (y, - g,r + (y, - y,y] h (y„ y., y,) d^, = H (y.^ y,\ y,'). 



Le premier membre peut se mettre sous la forme 



2 A. y." + }i; B. y.» + G 
en posant 

Aâ = / ^ (yi, y„ y,) d'z^, B| = — 2 / y, ;^ (y^, y„ y,) dx,, ... 

Si H (y\y y^,» y%) n^est pas de cette forme, le problème sera impossible. Dans 
le cas contraire, il sera indéterminé, car on pourra toujours disposer d'une infinité de 
façons de la fonction h pour satisfaire à ces équations. Le même raisonnement s'ap- 




ment à lout polynôme P ({*). Dans ce cas si l'on applique le symbole 
n nombre suffisant de fois, on sera conduit à une identité de la 

V-H{î/») = 

') devra satisfaire. Mais celle identité est une conséquence de celles que 
dérivant le^ deux membres un nombre suflisant de fois par rapport à 
riablea ^. 
ï cas de G ((*) ^ /', on devra avoir 

('■.J=1.2 î)- 

lonc que le problème soit possible. On pourra «lors trouver no nombre (i 
, en désignant par B„ une conslanle, 

V,l'G(,) = j^,- 

1 même de dire que l'on pourra trouver un entier i^ tel que la fonction 
I à l'équatioD différentielle 

V/G((> = 0. 

'opération indiquée, le résultat sera de la forme suivante, où les B sont 

^v- gCi*) + B. i«i* - 1 G*«i^ - •> + ... + Bg^ _ i ïG' = 0. 

es ramenés à intégrer celte équation en supposant les nombres qetfl 

îs eotiers et positifs. 

s particulières sont de la forme 

G = (" [G, M- C.(log -l-C,(log 0» -I- ■.. + C»(Iog 0»] 

icine multiple d'ordre A + 1 de l'équation déterminante. Sans résoudre 
tt« dernière équation, on peut obtenir un nombre suffisant de solutions 

t'. On a vu que l'on avait 

-2)...(.-2|xM-2)(a + î-2)(T4-î-4)...(« + î-2n)«'-*'". 
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Le second membre s'annule pour les deux série:) de valeurs 

a = {0,2,4 2tt — 2), 

« = (2— p, 4 — p 2(1 — y). 

Chacune de ces deux suites donne n valeurs de a; mais ces valeurs ne seront pas 
toujours difTérentes. 

1° q impair. Les nombres de la première suite sont pairs, ceux He la seconde impairs. 
Toutes les valeurs sont distinctes et il leur correspondra 2|jt solutions évidemment in- 
dépendantes. On aura par suite pour int^rale générale 

G{t} = a, + a,t»~i' ... -t- n^_i ('<•'"'* + *,('-« -i-i.l*-»-»-... -h 6^_ii2i'-s'; 

ou bien encore 

(8) G(t) = A^_,{i») + ('-«B^_,(C), 

;^ , et B j sont des polynftmes en t* dont les degrés sont marqués par les indices. 
2° q pair. Ce cas se partage en deux autres. 



.<!• 



Les nombres de la première suite sont positifs, ceux de la seconde négatifs et par 
suite on aura encore 2\i solutions distinctes. L'intégrale générale aura la même forme. 

b) 2(i-î>0, K>|- 

Soit 2[t — g = 2X. Les deux suites 

0,2,4 2X....,2[A — 1; 

2 — ^,4 — y — 2,0,2,. ..,2X 

ont (X + 1) valeurs combiunes. Pour trouver d'aulres solutions nous substituerons, 
t" log t et nous représeoterons par a, b des constantes ; il vient 

7%i"log ( = a,i"~^* log ( -h ft, ("-**. 

A* + * (« log * = "o ^? - ^> 
q t 



et par suite 



-2 — q, une nouvcHe opération Vy donnera léro. On devra donc 
ft = 2_^, k -^ h -\- \ <, \>. 

i<^|i — I ou *<X. 

: de celte façon (X + l)solulion8 logarîlbiniquescorrespoDdanl aux 
XdeA. 
Ue sera, avec les notations déjÀ usitées, 

= A^ _ , (I») + ï'-* B| ((') + lo« i C^ _ I ((•). 

et (8) vont nous permettre de résoudre complètement la question 
iB proposée. Deux cas sont à considérer suivant la parité de q. 
= 2q' -t-1. 
générale sera 

() = (»" + » + P, + ,. ((»), 2n -t- 1 > 2 - 7. 

n + i ni.\ A(2n M- \) . 

Tj G(0^-^-jï^i— '+con8t. 

= (2n-f-!)(2n-t)...(!-î')(2n + ç-l)(2M + î-3)...4 2 

des identités en parlant d'une fonction de la forme 

GW = P-C) 

l>re désigne un poljrn&me de degré m en (*. Sil'ondilTérentie. ïl vient 

-'P-C') 



= 0, «, + 0, H-...+«, = 2m + 2 — A 



bre des variables (y.) qui inlervieooent dans la dérivation. Toute 

us conduira à aucun lésullat. 

2î'-l-2. 

utiliser l'une ou l'autre des deux formes 

« = jli + P,-.OT. 2n<5-2, n>0. 
G"(<) = <"logl + P,,+.(l"), n>0. 



— 81) — 
Dans le premier cas, on aura 



(17) yg--nG.^,)^ Af-2n) 



COtist. 



(18)A(— 2n) = 2n.(2nH-2)...(4-(^),(n -ç-+-2)(2n-g-+-4)...(2n-4)(2n-^2) 
et dans le second 

(i9) ¥ + ** G^ (/) = ^^ H- consl. 

(20) C(2w) = (— i)«'-* (2.4 q — 4)>. 2.4 ... 2n,q.q -h 2 ^ -h 2n — 2. 

Enfin si l'on adopte la forme 

on aura les mêmes identités que pour q impair. 

Revenons à la fonction V qui nous a servi d'auxiliaire pour déterminer Tiniégrale et 
supposons que l'on soit placé dans la région (P), nous pouvons énoncer le théorème 
qui résume et précise la marche suivie : 

TnéoRiui. — Supposons que Von soit parvenu à déterminer une fonction V(z, y) 
qui satisfasse à la fois à V équation A''. î V = «/ aux conditions suivantes : 

i^ Elle s'annule sur la variété conique r* — <• = 0. 

2® Elle est discontinue sur la variété r = de telle sorte que si r tend versO Von a 

limrP-»V = 0, 
limr*— *^-^ = G(0 



la fonction 6(t) ayant Vune des foinnes qui permet d'effectuer Vinversion de t inté- 
grale {l)par Vapplication d'un nombre fini de symboles Vç. 

On peut à Vaide de cette fonction détermine^' la valeur prise au sommet de la va- 
riété r* — t* = Opar une intégrale U(x, y) de V équation A^»« U = 0, lorsque Von 
eonnait ses valeurs et celles de sa dérivée conormale sur la frontière (Fp) du domaine 
(P) défini précédemment. 

La solution sera de la forme suivante, où Kq désigne une constantSf 






(F,) 



te réduit à un polynôme en (' de degré n 






, -t- a, + ... -H «g = 2»n- 2 — A, 



i variables {y°,) qui interoietmetH dans la dérivation. 

principales et la réBOlation de l'équation i''«U = 0. — 

us venona de donner, il ne reale plus qu'à signaler les valeure 
ins V qui permetteDt d'obtenir soit une solution, soit dea 
us en revue les divers cas en supposant toujours p et g supé- 
ter des redites, noua nous supposerons toujours placés dans la 

La solution est fournie par la formule (A). On aurades identités 
Vf prtr un entier impair; il viendra 

+ ... H-«„ = iH-p — X, X = 2n-t-i; 



i représente le nombre des variables (y"j) qui figurent dans la 
lislaire à toutes les autres conditions exigées pour l'emploi de 

— On aura la solution en remplaçant dans (A) l'entier X par 
aisant & toutes les conditions qui sont énumérées. La forme de 
as modifiée. 

» on devra au contraire prendre X pair. 

ce que dans la relation (3) figure t où jj est pair par ' 

— On aura dea identités en appliquant la formule (C) avec 

ion, nous devrons recourir pour G(/) h l'une des formes (15) 
econnaltre que la solution Vp ne saurait convenir. Mais nous 
grale (111) du numéro 25. Elle est de la forme 



W, = V.logt + V,c(|;') 
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où Vp est rintégrale (I) du numéro 24 et G (jî) une fonction que nous avons 
éludiée. On aura encore, lorsque r tendra vers 0, 



lim. r^"'* W, = 0; 



mais en outre 



im. r -j~^ = logt.t ^ (2 — p). P^— j— , — g--^-, ^^-j-^ -hX, 11. 



La formule correspondant à la relation (3) sera 



(») 






P. = - R, (9- - 2) Û, C (X -H p _ 2) 

== (P - 2)(î - 2) Û,Û, C(X + p-2) F /^-?, ^-î. £+^ + X, iV 

Le nombre X est impair et satisfait aux conditions 

Cj+L? -+-X-i>0. X-Hp-h^-2>0, pH-X>0. 

et C (2n) est définie par la relation (20). 

it^ p et q sont tous les deux impairs. •»» On aura la solution en remplaçant dans (D) 
le nombre X par un entier pair. Les identités s'obtiendront de même par application 
de la formule (C) avec une valeur paire de X. 



33. Cas où l'un des nombres p ou q est égal à deu^. — Si Tun des nombres 
p ou q esi égal à deux on se trouve dans l'un des trois derniers cas. 

i'' p = 2 et q impair. — Nous prendrons pour intégrale principale la fonction V*.. 
étudiée au numéro 24 

VS=(^[P(x)loga?4-Q(^)]. 



i 









R. = û,(2-p)f(^-^^^.^ + X.1). :] 

On peut appliquer le symbole v^. Si l'on tient compte de (19) on aura 



1 
4 



■..1 



I 



^.! 



/ 



•^ « ' tf j I 
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— 




zéro, 








lim 


rV 


= 0, 




Jim. < 


ùV, 


= B. 


1^ 



( 2i+q-2 \ 



r(î4J)r(L+JJ 



: précédemment. Si l'on prend pour X une valeur paire, on 
C), où Vp doit être remplacé par V*p. Si l'on prend au con- 
1 aura l'intégrale par la formule (A). Pour avoir la con»> 
iDS P, l'expression Rg par la valeur trouvée précédemment 

— Pour ce cas les intégrales V, et W, ne cessent point 
les (C) et (D) résolvent le problème en ayant soin de 
)ns déjà données pour q pair et p impair. 

Nous devrons recourir à l'intégrale W, du numéro 2a. 

mêmes que pour p = 2 et 9 impair ; la valeur de R, est 

(Dj et (C) résoudront ainsi le problème et dans les deux 
une valeur paire. 

èrement simples dans le cas oùp = 2, q ^2. 
principale 



fdog^-,- / -^log(l - 



lim.rV = 0, 
lim ''--= log / 
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et on aura, en effectuant l'inversion : 

(D)' U{x%. «%; y*.. y\) = - ^ V. Wv *^ - U fj d,, 

/ _ ô» b» \ 

Si au Heu de Tintégrale (IV)' noue prenons la solution évidente 

v = iog(r). 

la formule (3) nous conduira à Téquation de condition 

Le premier membre est indépendant de y^^ et de y%, il en doit être de même du 
second. Nous voyons donc, ici encore, que Ton ne saurait se donner arbitrairement les 

valeurs de U et --s- ; elles doivent satisfaire aux identités 




(cy 



^. J(^X If) ^ - " -17- J rf', = 0. 



II. — Intégration de l'équation A"' U + KU = 0. 



34. La formule fondamentale. — Les raisonnements du paragraphe précédent 
peuvent s'étendre à l'équation 



AmU + KU = 
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i mêmes Dolations, la formule (I) noua donne immédiatement 



'U + KU) — U(A'.'V + KV)](iT,+ 



.*f{<-<)^' 



eronB celle relation pour le domaine (P) défini au numéro 28. Nous 
U (x, y) l'inlégrale de i'.ï U -t- Ktl = déterminée par ses valeurs et 
rée conormale sur la surface fermée S(a>, y) = 0. Pour V nous pren- 
I (V) du numéro 26 

v=r* — t'. 

FoncUon de Beuel el Vr l'intégrale (I) du numéro 24. 

tégrale la fonction Vp seule est discontinue sur la variété r = 0. Nous 

iscontinuité à l'aide du cylindre 



Bfons la formule (n).On aura 

) t vers zéro, les raisonnements du numéro 29 ne sont point modifiés 
En effet Zp ne diffère de Vp que par la présence du facteur 

comme nne fonction entière de r et se réduit à un pour v = 0, c'esi- 

t. 

■ s'annulera donc sur le c6ne caractéristique et l'on aura 



■ = (2 -p) F (^i' ^J' P-^ -F 1, l) ('•+1'-» G (Kf) 



-U<jp + ,_j 
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pour 

lim r = 0, 

en posant 

(21) G(K/«)=2r7£4^H.X-^^)r(H.-Hi) 

Finalement il vient la relation que nous voulons établir : 

R. fo (K/') t-' + P-^ U (a:,, y) d., = / (z^ ^ - « '^) 
(22) { «/« *y{ff) 

R. = û, (2 -p) F (^-+2, ^_?. £+_? ^ X. l). 

Si l'on suppose que K tende vers zéro» l'intégrale Zp tend vers l'intégrale Vp et à la 
limite la relation (22) se réduit à la relation (3), comme on devait s'y attendre. 

La formule à laquelle nous venons de parvenir ne se prête point à l'inversion de la 
fonction U par l'application d'un nombre 6ni de symboles Vs» car l'expression 
G (K<*) «^ +P — 2 jj.^i pjjg ynç intégrale de l'équation 

V!*, G (/) = 0. 

Ce cas est l'analogue de celui que nous avons résolu en second lieu au numéro i6 par 
l'application de la méthode des approximations successives. Nous allons voir que le 
même procédé peut encore être utilisé» grâce aux propriétés du symbole v«* 

36. Inversion par 1 emploi du symhole Vq combiné avec la méthode des 
approzimations suocessives. — Nous commencerons par effectuer l'inversion de 
l'intégrale suivante 



(23) / G (^») ^^ rfx, = H (î/o) ; t = ^ 2 (yj-y^jy- 

G(l') désigne une fonction régulière, ne s'annulant point pour (* = 0; H (y^) est une 
fonction bien déterminée des variables (tf^^, y^^, ..., y^^) cl h (y) représente une fonction 
inconnue des variables (y^, y^, ..,, i/,). Le domaine R est supposé indépendant des 
variables (y®) et l'intégration s'effectue par rapport aux variables (y). 
Appliquons aux deux membres de (23) le symbole 






l'inlégrale qui figure au pr 
Le Poisaon et de la relation 

■■m-- 

t flpproximaltoDs succnsivee 



25) converge, pour un doma 



I sphériques 

de la aphëre de rayon un 
1 le module maximum dans I 



et par 

!A»-ft*-, I 

le moJule de h» — f'k- 1 dans le même espace, il vient 
ou bien 



/" 



1»»+, -*. Kl*. — *»-, IMS, 



./«.... 



Comme S tend vers zéro avec R, on peut (oujours supposer ce domaine assez petit 
pour que l'on sit 

MS<1. 
-La convergence du développement en résulte immédiatement. 

En suivant une marche analogue & celle du numéro 16, on démontrerait que la série 
obtenue satisfait à la relation (23). 

37. Inversion de l'Intégrale (23), loraqne q est Impsdr. — Pour appliquer cette 
mélbode d'inversion à l'intégrale (22), il faut d'abord la ramener & la forme (23). Sup- 
posons, pour fixer les idées, j) et q impairs. Donnons à X une valeur^wire et appliquons 



aux deux membres de (22) le symbole ç, î . On aura, en représentant par 

G, (<') une nouvelle fonction holomorphe de (l*) ne s'annulent point pour t* := 0, 



(26) 



Jg, (., «i^»' .,. = v/-^-^' £(v f - u î-ï)* 



On est ramené h la forme (23) et l'inversion peut se faire par la méthode des approxi- 
mations successives. 

Comme d'ailleurs rieu ne distingue les espaces (P) et (Q), lorsque l'on suppose}) et ; 
tous les deux impairs, le problème est complètement résolu. 

Si le nombre q seul est impair, il faudra donner à X une valeur impaitv pour pouvoir 
parvenir à la relation (26) par l'application du symbole vH',. La méthode des approxi- 
mations successives pourra encore être appliquée. 

Hais il n'en sera plus de même dans la r^îon (Q). L'intégrale Zq ne conduira plus 
au résultat. Il faudrait aussi, comme d'ailleurs dans le cas où les nombres p et j sont 
tous les deux pairs, introduire des solutions logarithmiques. Nous n'y insisterons pas 
plus longuement. 

13 
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ion aux équations à coellicients variables. — Dans tout ce qui 
avons constannuent supposé que la foncliOD inconnue U satisfaisait à 
U = ou bien encore à i'équalion A'''^U + KU = 0. Il ressort des 
que Dous avons faits que l'on saura aussi effectuer l'intégration, lorsque 
auront pour second membre une fonction connue et intégrabledes 
I, c'est-b-dire lorsqu'elles seront de la forme 

i''.<U-HKU = H(£P,y). 

rlir de la relalion fondamentale 

Dujours une intégrale particulière de l'équation 

le cas où la constante K e^t nulle. Nous devrons partout, dans les for- 
), (C), (D), ajouter un terme qui correspond à l'intégrale étendue au 
particulier si les données à la frontière sont identiquement nulles, cette 
aie subsistera seule. 

par e:teniple, p el q impairs et supérieurs à 2 et plaçons-nous dans la 
U et — sont nulles sur (Pp), on aura 

t^ + p + g-2 r 
P,U {x\ /) = V , 2 - / Vp H {X, y) d-,, ^ „ 

lantitésqui figurant auront la même signification que dans la formule (A), 
permet de tenter l'iniégralion par la méthode des approximations 
équations à coefficients variables de la forme 

a voie tracée par M. Picard, M. R. d'Adbémar {') est parvenu, tout 
résoudre le probUme lorsque H est une expression linéaire par rapport k 
i ses dérivées premières. 



CHAPITRE V 



LES ONDES 



!• — Les concluions de coniptabtlllé< 



30. — Les sorlaoes d'onde . — Considérons une équation aux dérivées partielles 
linéaire, du second ordre, à quatre variables x, y, z ei t oii t désigne le temps. Nous 
supposerons que celle équation définit Tune des fonctions caractéristiques du mouve- 
nient, la fonction potentielle des vitesses par exemple. 

Interprétons le temps t comme un paramétre et soit, dans l'espace à 3 dimensions 
E(ar,y,;2r), une surface f(pc,y^ z ; () variable avec le paramètre i. Supposons que celte 
surface partage l'espace en régions i^uriables telles q'ie pour chacune d^elle la fonction 
caractéristique du mouvement soit représentée par des développements analytiques 
différenls. On dit que la surface f est une onde d*ordre (n -4- 1) si les développe- 
ments prennent sur la surface, quelque soit t, les mêmes valeurs ainsi que leurs 
dérivées partielles jusqu'à l'ordre n, les dérivées d'ordre (n -i- 1) n'étant pas toutes 
égales (*). 

Cette définition est l'extension de celle qui a été donnée par Hugoniot pour les ondes 
du second ordre. Nous allons la mettre sous une forme un peu diflérente de façon à 
subsliluer à la surface et aux régions variables une hypersurface et des régions fixes, 
dans un espace d'ordre supérieur. 

Interprétons le temps t comme une coordonnée courante et dans Vespace à quatre 
dimensions E(x, y,z; t) considérons une hypersurface fixe f (x, y, z ; t). Supposons 
que cette hypersurface partage Vespace considéré en régions fixes telles que pour 
chacune d'elle la fonction du mouvement soit représentée par des développements 
analytiqiLes différents. 

Nous dirons que cette hypersurface est une onde d* oindre (n -h i) si les deux déve- 
loppeménts prennent sur la surface les mémss valeurs ainsi que leurs dérivées par- 
tielles jusqu'à Vordre n, les dérivées d'ordre (n -h l) n'étant pas toutes égales, 

(0 Voir DuHBM, Cours de 1899-1900. Voir aussi M. Hadàmaad, Sur la propagation des 
ondes Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIX, p. 50-60 ; 1901). 
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ement 1& première déEnition revient à considérer les seclioDB de l'hyper- 
, x.t) par les variétés t = comt. 

I qui suit Dous ferons usage du dernier mode de représen talion qui per- 
ler considérablement la Ibéorie et rend intuilif la plupart des résultats, 
ans par front de ronde toute seclion de l'hypersurrace f [x, y, z ; t) par 
= const. 

ms «ntre les données initiales »t les multiplicités â'élém«nts 
rapprochement fort simple va nous permettre de rattacher foute la 
ndes k celles des surraces caractéristiques. CoDsidérona l'hypersurface 
= que nous supposerons onde d'ordre (n + 1} pour la fonction OBra<y 
I mouvement satisfaisant Àl'équalion 

F(») = 0. 

LT, les développements analytiques de u dans deux régions contigaCs 

os regarder les valeurs prises sur / par le» intégrales et leurs dérivées 
n comme des données iniiialet. A ce point de vue dire que l'équation 
y, X ; t) comme onde d'ordre n revient & dire que l'équation (1) admet 
i analytiques dîfTércntes prenant avec leurs dérivées jusqu'à l'ordre n les 
I sur cette hypersurface. Si n est au moins égal à Tordre de l'équation, 
e Cauchy est indéiermini. Par suite, si l'on se reporte & ce qui a été dit 
lur cette indétermination, il faut que les deux conditions suivantes soient 

rs tttr r hypersurface forment une multiplicité d'éléments unis d'ordre a. 

urface f (x, y, z ; t) est une hypersurface caractéristique. 

examiner successivement ces deux conditions et nous verrons qu'elles - 

ii(e la théorie des ondes. 

l'abord les conséquences que l'on peut tirer de la première et pour cela 

lérence 

U, — U, ^ U. 

^rale de {}) ^i s'annule sur Vhypersurface avec ses dérivées Jusqu'à 
dérivées d'ordre n •+ I n'étant pat toutes nulles. 
s reportons à la formule (9) du numéro i, on aura pour l'expression 
luelcouque d'ordre n+ 1 



t avoir identiquement 

1»> . . a > ,a/--n f + f + r + <■ = 



r-'yS'.ï'l'' 



(».,X !.)/■ 
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ce qui nous donne 



Aq — A| — ..• — A„ — U, 



et il vient 



VyP,Yt6 = vO|0. •••.0-^».+ i)/=^« + i(5^) 



ôAP/ôA'/ô 




On est ainsi conduit à la proposition suivante : 

TBÉoRÀi» I. — Sur une surface d'onde d'ordre (n + i) les dérivées d^ordre (n + 1) 
eft/ne fonction doivent être de la fbrme 

M. Hadamard (') a indiqué une autre expression des dérivées qui résulte immédiate- 
ment de cette forme générale. A l'instant t considérons la normale au front de Tonde 
dans l'espace à trois dimensions E, (x^ y, z) et posons 



^/=(^)^(^^(^)'- 



Substituons dans (2), il viendra 



Si Ton fait successivement (S = 0, 1,2, ..., n + 1), on aura n -|- 2 sortes de dérivées. 
Posons 




Nous aurons, d'une façon générale, 

^n + 1 = ^«Vi ( w);^ • 

Le théorème énoncé par M. Hadamard et utilisé par H. Duhem dans ses recherches 
sur le théorème d'Hugoniot en résulte immédiatement : 

(*) Voir la note &ur la propagation de* ondes. Voir aussi M. Appbll, Traité de mécanique ra- 
tionnelle, t. m, p. 296-318 où se trooTent dëyeloppées certaiaes formules de M. Hadamard. 
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front d'onde les dérioées tordre (n -t- 1 ) peuvent se parta- 
qui s'expriment à t'aide de (n -+- 2) vecteurs. Ces vecteurs 

étriqué. 

ssioD - - . . a une significatioa remarquable. Considérons 

respondent aux sections de l' hypers ur face par les variétés t 
nés. Daos l'espace à trois dimensions on aura deux surfaces 
: t-h dt) inGniment voisines. En un point {x, y, z) de )a 
leurs de la nomale sont a, b, c et soit dn la longueur de la 
il f, oa aura 

■ adn, y -+- bdn, z ■+■ cdn, t -^ dt) ^0 



[J-a-\-^b-\--'-c 



dn _ of 1 

la vitesse de propagation comptée positivement lorsque la 
ers la région positive du Tront d'onde. Pour la suite nous 
tesse de propagation l'expression 

•aison de la progression est égaleà la vitesse de propagation 

onc des conséquences immédiates de la Formule (2). La dis- 
+ 1 catégories provient uniquement de ce que ces dérivées 
métriquemeal. Elle est utile pour délinir le sens des vibra- 
s problèmes elle complique la question ; il y a dès lors avan- 



iraotéristiques. — L'expression trouvée pour les dérivées 
:face d'onde est une condition nécessaire, mais non suffisante, 
rface doivent satisfaire aux conditions données au numéro 
peler conditions caractérisliques. On les obtiendra ici immé- 
ditions spéciales auxquelles satisfait la fonction U. 
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Revenons aux notations du Chapitre I et supposons Téquation (1) écrite sous la 
forme 

(t) F(U) = 22^'* sS; + 2!".^: + CU + D (A,*= A«) 

Si 1*011 dérive (n — i) fois, les ternnes renfermant les dérivées d^ordre n et (n + 1) 
sont les suivants 



22 



Wr>. .+ycp<".-'. +yyî*i«p<.».-t>. 

^tj tj ... t, ^^ ^ "^t, tj... i,_| r f r I cu", ^t2«s — «- 



Remplaçons les dérivées par leurs valeurs ; on aura, puisque toutes les dérivées jus- 
qu'à Tordre n sont nulles, 

Nous supposerons que l'on n*a pas identiquement, en tout point du domaine considéré, 

>.-(ii)(â)-(£)=»^ 

et par suite il vient 

(5) * (A) = 

La restriction est toujours possible à condition d'exclure certains points singuliers de 
l'bypersurfac^ et l'on est conduit au théorème suivant : 

TnéoRÈMB III. — Z»€s hypersur/aces caractéristiques sont les seules htjpersurfaces 
de V espace E(a7, y, z ; t)qui puissent être des ondes. 

Nous reviendrons plus loin sur les conséquences que Ton peut déduire de cette pro- 
priété des ondes, exprimons auparavant qu'il y a indétermination pour le calcul des 
dérivées d'ordre (n + 2). En répétant les raisonnements du numéro 6 et en remarquant 
que l'on a ici 

Aj — Aj — — ••. ^^ Au • — U, 

on trouve que sur l'onde on doit avoir 







= 



équation linéaire a les mêmes carsctériatiqnee de 
10U8 leur avons donné le nom de biearactérit- 



1 / ft 



irmîné en tout point d'une bicaractéristïque dès 
Dl pur lieu lier. 

e, en tous les points d'un front d'onde, cette valear 
ivons indiquées précédemment et nous serons 

te turface d'onde, la fonction X„ ^ | doit latis- 
'bnction ett complètement déterminée en tout 
ton connaît sa valeur en un point, 
ur/ace cConde si Pon se donne sa wleur en tous 

ainsi déterminée, le théorème de Beudon nous 
nlînité d'intégrales ayant sur la surface d'onde, 
, les valeurs correspondantes de U. 
ristiqucs une signiflcatioD physique importante. 



— dX — dY — dZ — dT 

a» a» 5» ** 

tio) (y , ot il 

= ~, T = -^ et en considérant dans le calcul 

bz bt 

fonction des variables indépendantes (x, J/, x, t; 



tfl.*..x„Y.,z„T,:0. 

„ l„ X„ Y,. Z„ T. ; 0, 
„, t». X., Y„ Z.. T, ; 0, 



ne t varie, définissent une ligne dans l'espaoe 
érons un frool d'onde et l'ensemble des bicarac- 
Sî l'on donne & t une valeur t, constante, les ex- 
int d'onde relatif h t ^ t.. 
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D'autre part si l'on se donne, en un point d'une bicaractéristique, Jes valeurs prises par 
les divers éléments d*une intégrale, on connaîtra par le fait même ces éléments en tous 
les points de la bicaractéristique (Tb. III). Le mouvement semble donc se propager 
suivant ces lignes et Ton voit qu'elles sont les analogues des rayons dans la tbéorie de 
la lumière (*). 

Mais il est à remarquer qu'au point de vue où nous nous plaçons, dans la représen- 
tation sur un espace E, (x, y, jzr), les rayons ne seront point normaux en général aux 
fronts d'onde qu'ils traversent. 

En effet les équations différentielles de ces lignes sont 

dx dy dx^ 

04» ô<ï> ô<j> 

ôX ôY ôZ" 

D'autre part les cosinus directeurs de la normale au front d'onde sont prq)ortion- 
nels à X, Y, Z. 
On devrait avoir : 

04* ô*l> ô4> 

507 dy bz 

L'intégrale générale de ce système d'équations est de la forme 

F (X« 4- Y* 4- Z«, T«) = 

Si l'on prend pour F un polynôme bomogène, la solution se décompose en terme de 
la forme 

T« = a«{X*-^ Y«4-Z*). 
C'est la fonction caractéristique des équations du type 



/ft«V 5»V ô«V\ ^ / , V ^V 5V ôV bV\ ^ 



L'équation des petits mouvements en est un cas particulier. Nous retrouvons ce fait 
bien connu que dans ce cas les rayons lumineux sont normaux aux surfaces d'onde. 

Soit P„ (R, T) un polynôme homogène de degré n en R et T. L'équation la plus gé- 
nérale dont les intégrales jouissent de la même propriété sera : 



•■(â+|.-|.4)v+*m=» 



OÙ <t> (V^) représente une expression quelconque des dérivées partielles de V d'ordre in- 
férieur à 2n. 

(*) Voir la noie de M. Hadamard « Suria propagation des Ondes ». 
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L Construction d'Huygens. 



rfacfta d'onde «t la conatmotlon d'Raygena. — 

atioo des surfaces caractéristiques déliDi'es par l'équalîoa 

il ]& surface à point sinffulier et nous avons ru que 
I déduisent en assujétisaant le Bommet k décrire des t«- 
— 1 dimensions. 

lérstîoDs h l'espace & quatre dimensions E (a;, y, z; t)et 
ous devrans distinguer trois catégories d'hypersurfaces 
! à point singulier et ses enveloppes de première et de 
irfice caractéristique représente uoe onde, nous pouvons 

u let ondes en prenant les enveloppes de Vhypersurface 
nmet est eusujéli à décrire dans t'espace E {x, y, s ; t) 
de trois dimensions. 

Ktement à la construction d'Huygens Considérons un 
mouvement est susceptible de se propager et un point 
ta, A l'instant t,, les points atleinls seront sur une 
ce d'onde par les physiciens. Nous lui donnerons 
I ou simplement de /'i-onf central. Supposons connu, 
1 et soit, dans l'espace à trois dimensions, une surface 
vibration à des inslanls déterminés (. On peut cons> 
L surface fixe, le front central correspondant à la durée 

ra le front d'onde relatif à ( ^ (, en prenant les en- 
■aux. 

ion en partant du théorème V, il suffit d'étudier les 
es t = ((. 

eà point singulier. Pour une équation donnée, elle est 
inatt les coordonnées de son sommet (ir„ y^, z, ; {„). 
isl donne un front d'onde auquel on peut donner, par 
•al. Le calcul montre, en efTet, que dans les divers cas 
irface d'onde des physiciens. Pour tout point (x^, -y,, 
u dès que l'on se donnera la durée {, — t^. D'ailleurs» 
du front dépend des coordonnées du centre {x^, y„ x^ 
i d'exception que pour les équations à coefficients cons- 
^néralement en optique à propos de la théorie des 



ExsminoDB m&înlenant ToDde obtenue en assujélissant le sommet de l'hypt 
singulière à décrire une variété à deux dimensions. Ou peut supposer les équi 
cette rariété mises bous la forme 

t}. (a;, y, z ; () = 0- 

A tout point (2,, y,, z,] de la surface ? (te, y, x) = correspond une hypi 
singulière dont l'autre coordonnée du sommet (, sera fournie par la résolulioj 
quation ^ (x^, y,, z, ; () =1 0. Coupons par la variété t ^ ti l'ensemble de cet 
surfaces et de leur enveloppe et interprétons le résultat géométriquement dam 
& trois dimensions E (ai, y, z). A chaque point (~c^, y„ z^) de >p correspondra 
central de durée l, — 1„ (, ayant la même signification que précédemment. L'e 
de cfs surfaces doublement infinies (orme le front d'onde cherché. 

Le raisonnement serait le même si la variété initiale élait à une dimension, 
de la surface 7 (x, y, z) on aurait une ligne et le front cherché serait une sort 
riété canal. 

On retrouve donc bien la construction d'Huygens. En même temps nous vo 
sa véritable raison d'être est dans une propriété générale des surfaces caracli 
des équations linéaires, 

43. — Zift détenninatloD des mnavements intenuédiairen. — Les ci 
tiuns qui précédent sont déduites directement de la notion de multiplicités a 
tiques. L'extension de la méthode de Riemann permet d'aborder d'une façon 
l'étude dynamique et conduit A la solution de la plupart des problèmes qu 
amené à se poser sur ces questions. 

Pour préciser les raisonnements prenons l'équation déj& considérée 

('»' .T!=°'(»i+v + «.) + *'- ■ 

La surface centrale est le cùne de l'espace à quatre dimensions 

(C) {* - w,)* + (y - s/.)' + (» - *,)• = a*{l - Q*. 

Les fronts centraux seront des variétés sphériques à trois dimensions, et, 
nous l'avons déjÀ dit, les rayons seront normaux aux divers fronts d'onde. 

1° PaoBLÈMi. — On se donne sur une sur/ace non caractéristique %{x, y,'z 
entière extérieurs au cône (Cj dont le sommet est m chacun de ses points, la 
(p et sa dérivée conormale 

^J ùj W , /ùç ''J' ^ ùy ù!p dr\ . 

6v bt an \àx On i>y ïh bs bh)' 

trouver une intégrale de l'équation (8) déterminée par ces condition'. 



t H (x^, y^. X,; fg) el meDons le cAn« (C) passant par ce point. Il 
ne variété (S}.. La fonction f sera complètement déterminée en H 

et^surlarariété(S)H. 

ulier supposoni que la variété (S) ne dépende pas de t. Dans ce cas 
B coïncida avec la dérivée par rapport à I, On a la solution prenant 
, y, x) des valeurs données ainsi que sa dérivée par rapport à t. 
Supposons la surface considérée formée de nappes caraclérîstiques. 
I se donne la valeur de ç sur les nappes, la dérivée conormale est 
a vu, à la dérivée suivant le rayon et se trouve par le fait même 
minée. 

en un point H sera déterminée par la connaistance des valeur» 
une variété (S)ii définie par Fintersection du câtte de sommet 
ièret caractéri$tiques. 

méthode de Riemann résout donc complètement le problème de la 
■ mouvements intermédiaires. 



III. — La propagallon des ondes 



ifttlon de Ut Tltesae de propagation- — Nous avons déGni. au 
l'on entendait par vitesse de propagation d'un front d'onde. Nous 
la relation 

ion caractéristique que nous supposerons du deuxième degré par 
s partielles ; si l'on pose comme d'habitude 

^I=X, ^ = Y. ^ = Z. ;( = T, 
« ^* {,y CZ Ot 

M la forme 

r» -t- 2T(AX + BY -h CZ) -t- ?(X, Y, Z) = 0; 

lenle une fonction homogène et du deuxième degré en X, Y, Z ; 

ïients de f sont des fonctions de {r, y, t, <)• 

mmédiateraenl l'équation qui donne V en fonction des coefficients 

cosinus direcleure («, b, c) de la normale au front d'onde pour le 



DirisoDs (4>) par 

A,/ = X' + Y' -h Z* 
et remarquons que 

_ X_ Y_ ^ ^ 

Oo aora : 

(12) V — 2 V(Ao 4- Bé + Ce) 4- ?(a. 6, c) = 0, 

c'est l'équalion cherchée. 

Oq aurait pu parreoir autrement à cette formule par des considéi 
qui ne supposent point la formule (i). Pour simplî6er l'exposition, 
la variable s et par suite Z et conwrroDa les nolatioas et les déi 
dentés. Les ondes seront représentées dans l'espace E(x, y; t) pan 
ordioaire du mot, et les fronts d'onde par des lignes situées dans 1 
Considérons une onde passant par un point parliculier A(x,y, t). I 
geut et AN la normale en ce point. Cette dernière droite est une gén 
normales de sommet A 

(*) T» -t- 2T (AX + BY) + o (X. Y) = 

Soit («,) le réciproque de ce cône. Le plan tangent H le touche suii 
AH. Menons le plan T =^ T, où T, est inGniment petit et soient n. 
tioosavec AN, AM et la parallèle à o( menée par A. am mesure, au 
d'ordre supérieur, le déplacement du front d'onde pendant la durée 

V = lim^ 

Aa 

pour tim Aa ^ ; 
ou bien encore, en remarquant que le triangle m A n est rectangle ei 

ir f Aa 

V = Iim — 

an 

pour lim Aa ^ 0. 
Soient (a, P) les cosinus directeurs de an. Lorsque Aa tend vers 
tendent vers (a, b) cosinus directeurs de la normale au front de l'oi 
an ^= r, les coordonnées de n seront ; 

T = T, ; X = r«, Y = rp. 
Substituons dans 4-, il vient : 

T," + 2T, (A. -H B?) H- ç (a, p) = 0. 
DÎTiBons par r' et faisons tendre T, vers zéro, on aura 

V* + 2V (Aa H- BJ) + o (a, b) = 0, 
ce qui est l'équation trouvée. 
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I faire Bont indépendaDts du d^ré de la fonction 



' iiy' &^' M/' 

icer le théorème suivant : 

letton caraelérùtiqus qui correspond à Véqua- 

Véquation aux vitestea en remplaçant ^ par 
icteurt (a, b, c) de la normale à Tonde au point 

t dire qu'elle donne, pour le point (x, y, z) et 
1 à la direction arbitraire (a, b, c) dans l'espace 

faut: 

P. t) > 0- ('■ -h P' M- -r' = 1). 

cette condilioD ne sera jamais remplie, quelles 

ns qui dérivent d'une foncliuo caractéristique 

dans ce cas les surfaces d'onde^ sont imaginaires. 

y avoir propagation par onde. 

positive, deux cas seront à distinguer : 

; les vitesses sont réelles quelque soit la direc- 

s ne seront réelles que pour les directions salis- 
nt toutes les directions intérieures au cAne dont 
ait circonscrit à la quadrique déterminée dans 

mgations dans les équations que nous venons de 
nées initiales et même de la surface caraclérîs- 
ue de la fonction caractéristique, c'est-k-dire de 
Privées d'ordre supérieur. Dans toutes les ques- 
la considération de ces termes. 

ktionB. — Ckinsidéroos par exemple l'équation 
visqueux 



I bien connu. 



— m — 

D'après la remarque que nous avons faite, on aura la même expression de la vitesse 
pour toutes les équations de la forme 

W S — (S + $*S)+H(x,»,,,,„) = 0, 

H ne dépendant pas des dérivées secondes de o. C'est ce qui s lieu par exemple pour 
i'équation dea télégraphistes. 

En électricité, l'étude de la propagation des flux longitudinaux dans un milieu 
homogène à la fois conducteur et diélectrique conduit à l'équation 

(15) (l+t™F)ii9-4™jF»^_*J!(4e-al?J) = 



La fonction caraclérislique est ici 

,„=,.^.„F,.^[(g/ + 0/)V(tf)']-4..>p(îf; 

et par suite on aura pour équation des vitesses 

V [(I 4- 4«tF) (»» + p» + Y») - 4 nalFV*] = 0. 
ce qui correspond aux vitesses 

Si XF tend ver^ 0, comme cela a lieu pour l'hypothèse de Maxwell, on voit que la 
deuxième expression de la vitesse devient infinie ce qui correspond physiquement & 
l'absence de nropagatlon de semblables flux. 



IV. — L'Extension aux Systèmes d'Equations 



46. Extension de la notion de molUpUoités aux systàmes d'équations. Sur- 
face d'onde> — Bien qu'il n'entre point dans le but de ce travail de traiter les sys- 
tèmes d'équations, nous indiquerons sommairement comment certaines des proposi- 
tions énoncées peuvent s'étendre dans ce cas. 

Nous devons tout d'abord généraliser la notion de multiplicités caractéristiques. 
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atre diroensiouB Thypersurface f{x, y, x ; ()■ ^oas 
ent surcetle surlace, l'expreBsion suivanle des divers 

.0 



= ».Ï„P.T,«(*"^ »•)'■• 



on en a plusieurs u, v, te, on introduira pour ezpri- 

ipes de fondions arbitraires X, |x, v. 

I du premier ordre on aura les expressions suivantes 



Y eui ôtOp 6/" 



le on introduirait les fonctions \, (i,, v^. 



bK. Ci- h., -. hO/; 



a ,8 *' 



'*)/■■ 



'emenl. Soient x, y, z, les coordonnées d'un point, 

>ns du mouvement. 

(x. y, z : t) ett onde d'ordre (a + t) s'il peut exister 

', w) qui définissent le mouvement, Ulles que pour 

eux systèmes de fonctions et leurs dérivées Jusqu'à 

'.eurs sur Vhyperaurface f (x, y, i ; t) sans qu'il en 

rrivées d'ordre (n -t- 1). 

e fonction, si l'on veut éviter la considération d'un 

leut faire abstraction de la variable t et ne tenir 

que de x, y, x. Une surface S(x, y, s) variable 

n -h 1 SI elle partage Vespace E, [x, y. «) en ré- 
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jHotu variable» avec i pour leiçtielles cotTespondenl de» fondions (u, v, w) éga 
à charte inttant ainsi que leurs dérwëet jusqu'à l'ordre n sur la surface S{x, y, 
sans qu'il en soit de même pour toutes les dérivées d'ordre (n + I). 

C'est la définition même d'Hu^oniol; c'est également celle qui a. été prise corn 
point de départ par H. Duhem dsos ses recherches sur les ondes ('). 

Od peut toujours supposer que sur une onde d'ordre n + 1 lé système de fonctii 
t'annule ainsi que ses éléments jusqu'à l'ordre n indusivemenl. Il suffira par exem 
de considérer les fonctions' 

ti. — -U,= U, t., — f, = Vy ■ w, — w,=W 

«ft (u, V, u>]) «( (Uf, Vf, to,) désignent les valeurs des fonctions pour deux régions si 
tkm par /. 

Dans ces conditions on aura pour l'expression des éléments d'ordre » + 1 sur 
.((irfaceJ'onde 

aa)*6yPô*ÏM^ W/ Vûy/ W/ \ù(/ ' 

Introduisons les cosinus direcleurB(a, b, c) de la normale en un point du front d'i 
relatif k l'instant t ; on a 






et par 


■uile 








1 «• + 


'U 


= Lja"ifoT, 


(18) 


1 .. 


'V 


= M,»-6fc-', 


\ ^In/f 


»»7»1« 




- 


•W 


= N!0'SP«1, 



<<> Bvaovitrr, Journal de mmhématiqva i886.— H. Duhih, Cour* d'Eydrodynamii 
d^BlattieiU, t. 1 et Court de la Faculté dei Soienctt de Bordeaux, jOOO-l£01. 
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as (LS, Hfi, NE) relatives à un même front d'oode fornaeat un système d« 
urs en progression géométrique. La raison de la progression 

vitesse de propagation. 

I commune de ces vecteurs définit ce que l'on appelle la direction dé 
ie ronde ('). La propagation est longitudinale lorsque la direction est 
■ont d'onde ; elle est transversale lorsqu'elle est dans le plan du front 
Mn la considÉralioR dw vecteurs peut, dans la plupart des questions, 
1 aranlageusement par les formules (18). 

aditions OBraotiiiatlaueB. — Les conditions auxquelles doivent sotis- 
ons (X, [1, ...]et la surface f{x,y,x, t) s'obliennent d'une lagon analogue 
djà été employée. 

Ger, supposons qu'il s'agisse d'une onde du premier ordre dans nn moii- 
par les deux équations 

[au *'" _. fc *** _. ' *" j_ j,' *" _i_ 



les éléments du premier ordre des fonctions (u, v) par leurs valeurs 
d'onde f{x, y ; t). On aura, en groupant les termes en X et p, 

&y M/ \ i«i ùjf/'^ o( ta) *' 

"y/ \ ") «y ût/*^ bt ùœ ■" "■ 

)t |i> wra indéterminé si Us deux conditions suivantes sont remplies : 





M' 


c't^d'I, 








bx^ t>y' 





af'I. 






ax^ by bt 



.-. — g 
... — ft 



ienls [a b ...) sont indépendants des fonctions u et t), le premier délep- 
/(<», y; i) par une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
nous désignerons encore sous le nom de fonction caractéristique « (/'), 
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et ToD connattra, iadépendamment des données inilisles «, v* et \ fi, las su 
détermination . 

Tous les raiBonnetnents que nous avons fait sur U géDéralion des surfscet 
par suite, la construction d'Huygens, sont applicables à la détermination de 
L'onde une fois choisie, il ne restera qu'une seule relation entre.les donné 
u,, Vf des foDClions u, v. 

En supposant ces conditions remplies et les surfaces f(w, p; l) réelles, il 
démontrer que l'on peut e0ectivement construire les fonctions u et v & l'aïd' 
convergentes au voisinage d'un point de celte surface. C'est ce qui résulte ( 
ralisation du théorème de Beudon, énoncée par H. Hadamard dans le cas 
suivante) ■ 

Un lystème de troU iquatioru du lecond ordre à troii fonction» inconi 
donné, airui que deux multipticilés, l'une caractéristique, Voutre guetconqx 
entre «liée, on peut opérer un changement de fimclions inconnue» tel que 
soit déterminée par les valeurs de deux des nouvelles inconnues et de leu 
premih-es surla multiplicité caractéristique, jointes aux valeurs de la tri 
connue sur la seconde multiplicité (toutes ces données étant analytiques et 

48. Applioation* diTsrsM. Formule» d'Bogoniot. — Les oonsidén 

précèdent permettent de retrouver facilement les résultats connus sur U 
les vitesses de propagation. 

On sait toute l'importance, en optique, de la surlace d'onde de Fresnel. 
(eoir, nous partirons des équations de Lamé 

, w* ~ '^ 1*6' *2/ ùï^&a; 61-/' 

' ' j M» ~ ar \bz ix) " ix \t<p Ex)' 

' M \fir byj tit/\bz ùyj' 

Groupons les termes qui renferment la même fonction et remarquons que, 
formules (18), on a sur une onde du troisième ordre /(f, y, x; t), 

»-^ =1 (•/)•, ïï =x {'f-W i!ï =» tf »/, ,ic, 

il vient, pour la fonction caractéristique, 

>■"' î*» Vi) Wl Km/ • ° 1,1,1» 

(<) Voir 1> nol« (ooTent <it«e p. 60. 



T' 
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^Teloppons o« détermînftnt et posons 

bX ùy bz 

iflDt 

-I' Lï> (8"+?) +F(? + i>)-^3 U' + PJj-l 
I l'oD peul eocora écrire 

X* Y' Z' 

i l'on regarde X, Y, Z, T comme des coordoonées couranles, l'équation frréoédenta 
■ésenle ce que nous avons appelé le cône des normales. Il noua surBra de prendre le 
proque pour avoir la surface centrale. On obtient 



i l'on fait dans celte équation T ^ I, on a la surface d'onde de Fresnel. Si l'on 
place dans (4>) T' par V* et X, Y, Z par (a, p, •{), on aura l'équation aux viteases. 
n raisonnant de la même façon sur les équations générales de l'élaslicité on sera 
luit à une équation disculée complètement par ChristoiTel ('). 
orsque les coefficients des dérivées d'ordre supérieur dépendent des fonctions incon- 
s. ta fonction caractéristique ne permettra plus de déterminer les surfaces d'ondes 
ipendamment des données initiales de ces fonctions. Hais le théorème relatif k ta 
Tminalion des vitesses subsiste encore. C'est ce que nous allons voir en cherchant 
itrouver les formules d'Hugoniol relatives aux vitesses des fronts d'onde en Uydro- 
amique. Nous ferons le calcul pour les équations d'Euler 

-X=0, 

- Y = 0, 

-Z=:0, 

¥ + «'^ + t,^ + «^ + p /^ -H *-? + ''■^) = 0. 
ùt &c ^ "y ^ ""ôj ^ P \&r ^ ey ^ &r/ 

n SlÔtien dwreA ttattieh* fe*U KBrptr (Annalj M 
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Mi im 
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"hz "^ p&y 
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^bw un 

"bz"^ pbz 



NoiM ^ypm pdjoindre uoe relation supplémentaire. Prenoiu j 
(26) n = F(p). 

En difEérentiant par rapport k x, y et ;ar on obtiendra 



(27) 



où l'on a poaé 






J=s 



dF 



A l'aide de (26) et de (27) on peut éliminer n des trois premières équations (25) ce 
qui donne : 



(28) 
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• X 


= 0. 




2m 




-f- V 






-H 


J ftg__ 
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= 0, 








-ht? 


bw 




4- 


j ôp _ 

p hg 
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= 0, 




5p 




-Ht; 


by 




/ÔU . 


6y 




) 



^ + .^^-:«^ =0. 



Désignons par l'indice zéro les valeurs d'une fonction sur Thypersurface caractéris< 
tique f{x^ y* z\t) et introduisons la notation 



ai H 



u. 



bx 



hf bf 

• by • bx 



L*équation caractéristique sera donnée par le déterminant qui se déduit immédiate- 
ment de (28): 



(29) 











dt 
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Bcoimncd'hsbitade -^par XelMo. ;il TÎeot 
; + r,Y H- u.,Z)» - J, (X» +Y* + Z»)] = 
mplavaot T par .V et (X, Y, Z) p«r a. (. e) 
+ »,6 -♦- ui.c M- V)» — J.] = 

: -<- t>,ft + w.,c) 

S, et 

■ v^b -+- m„c) ± /j7; 

(Journal fie JLfofA^maft^wM, p. 48S ; IS86). 
lie avec les équatioas de Lagrange, on serait 
minsDt dont la formation est évidente, aux 
Mathématiques, p. 163; 1888). 
nlaire sous la forme 26. on aurait pu partir 
tation telle que l'a donnée H. Dufaem dans 

à? 1 

uhem, que «i le coefficient de conductibilité 
V, to, n, f> est forcément d'ordre n + I pour 

comme cas parliculiers, dans le théorème VI. 
position suivante : 

■jn dérivées partielles, linéaire par rapport 
sont un mouvement ; la détermination des 
ction caractéristique; les vitesses des fronts 
ne équation algébrique qui se déduit de ta 

i par ",( — ,—,—) par les cosmus air«»- 
f^ ' \6x' sy' 61/ *^ 

t( considéré. 
lu 3 juin 1901. 
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